Analiticka geometrija i linearna algebra 1. Vektori

1. VEKTORI

POJAM VEKTORA

Svakodnevno se susre¢emo s veli¢inama za Cije je odredivanje potreban samo jedan broj. Na
primjer udaljenost, povrsina, volumen,.... Njih zovemo skalarnim veli¢inama.

Medutim, postoje veli¢ine koje ne mozemo potpuno odrediti brojem, ve¢ je potrebno zadati 1
njihov smjer. Na primjer ubrzanje, strujanje, vjetar, itd. Njih zovemo vektorskim veli¢inama.

Vektor kao skup (klasa) usmjerenih duzina

Neka su 4, B dvije tocke na pravcu, u ravnini ili u prostoru. Duzinu s krajevima A4, B

oznatavamo's AB . Duljinu duZine AB oznaavamo s |AB| ili d (A,B).

Usmjerena duzina AB je duzina za koju se zna pocetna tocka A i zavrsna tocka B.
Za dvije usmjerene duzine AB,CD kazemo da su ekvivalentne ako postoji translacija koja prvu
prevodi u drugu, tj. ako je Cetverokut ABDC paralelogram.

SI. 1 Reprezentanti vektora a

Definicija
Skup svih medusobno ekvivalentnih usmjerenih duZina nazivamo vektorom.

Dakle, vektor se moze predociti pomocu vise razli¢itih usmjerenih duZina — reprezentanata ili
predstavnika vektora. Cesto se za vektor upotrebljava 1 naziv: klasa usmjerenih duzina.

Zbog jednostavnosti ¢emo bilo koju usmjerenu duzinu (reprezentantu vektora) nazivati vektorom
1 oznaCavati AB,CD,... ili a,b,... .

Skup svih vektora nekog prostora oznacavat ¢emo s V. Za nase potrebe V ¢e biti jednodimenzio-
nalni prostor V' (pravac), dvodimenzionalni prostor ¥’* (ravnina) ili trodimenzionalni prostor V>,

Geometrijski, vektor je zadan sa:
e pravcem nosiocem na kojem se vektor nalazi,

o duljinom ili modulom: ‘ZE‘ = d(4,B),
e orijentacijom na pravcu nosiocu.

Ponekad se govori o smjeru vektora. Smjer objedinjuje nosioca 1 orijentaciju.
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OPERACIJE S VEKTORIMA

Potrebni pojmovi:

Nul vektor
- vektor duljine 0,

- oznaka: 0,
- vrijedi: 0= A4=BB=...,

~ duljina (modul) nul vektora: \6\ - 0.

Jedini¢ni vektor
- vektor duljine 1,
. _ I T . . . a
- zazadani vektor a, duljine |a , jedini¢ni vektor je definiransa a, = |T ,
a

- a, je vektor koji ima isti smjer kao i @ a duljina mu je 1.

Radijvektor (radijus vektor)
Ako je T neka tocka prostora a O ishodiste koordinatnog sustava, vektor OT nazivamo
radijvektor toCke T. Zapisujemo ga i 7y .

Za svaki vektor mozemo izabrati njegovog predstavnika tako da mu pocetna tocka bude bas
tocka O. Na taj se nacin dobiva radijvektor neke (bilo koje) tocke.

Kolinearni vektori _ /
Vektori koji pripadaju istom ili paralelnim pravcima. e

SI. 2 Kolinearni vektori
Komplanarni vektori
Vektori koji pripadaju istoj ili paralelnim ravninama.

Projekcija vektora
— Ortogonalna projekcija u ravnini na pravac p je funkcija koja svakoj tocki 4 ravnine
pridruzuje tocku u kojoj okomica na p, koja prolazi tockom 4, sijece pravac p.
— Ortogonalna projekcija u prostoru na pravac p je funkcija koja svakoj tocki 4 prostora
pridruzuje tocku u kojoj ravnina koja prolazi to¢kom 4, a okomita je na p, sijeCe pravac p.

Zadatak:

Nacrtati vektorsku projekciju vektora @ na pravac p.
/
!
!

S1. 3 Projekcija vektora na pravac ap p
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Il. Zbrajanje vektora

Nekasu @ i b bilo kakvi vektori. Zbrajanje vektora je funkcija
koja paru vektora (ﬁ b ) pridruzuje vektor a + b.

Vektore zbrajamo po pravilu trokuta ili po pravilu paralelograma. SL. 4 Pravilo trokuta

Svojstva operacije zbrajanja:
(1) (&+I; +c= Zi+(l§+6),

2)di+0=0+d=a,
(3) a+(-a)=(-a)+a=0,
(4) a+b=b+a

Oduzimanje vektora
Oduzimanje vektora se definira kao operacija zbrajanja

sa suprotnim vektorom: a—-b:=a+\-b).

SI. 6 Oduzimanje vektora

Il. Mnozenje vektora sa skalarom (brojem)

Neka je a vektori A realni broj. Mnozenje vektora sa skalarom je funkcija koja paru (l, a )
pridruzuje vektor Aa .

Zavektor Aa vrijedi:
e a1 Aa sukolinearni (imaju isti ili paralelni nosac),
o |2a=|4]-la
e A>0= a i Aa suisto orijentirani,
A<0= a i Aa susuprotno orijentirani.

2

Svojstva operacije mnoZenja sa skalarom:
5) Ala+b)=ad+ab
(6) (A+p)a=2d+pa,
(7) (Au)a = Apa) = Aua ,
®l-da=d, (-1)-a=-d, 0-a=0.

Skup Vs operacijama zbrajanja i mnozenja sa skalarom te svojstvima (1) — (8) tvori strukturu
koju nazivamo vektorski (linearni) prostor, 1 koju zapisujemo (V, +, -).
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lll. Skalarni produkt vektora (skalarni umnozak)

Neka su

Zz,l; —dani vektori, 1

Q= L(Zz,l;) — kut medu vektorima @ i b .
Skalarni produkt (umnozak) vektora a i b je funkcija koja paru vektora (& b ) pridruzuje broj
(skalar) a - b € R, definirana sa:

:|5| ‘E‘COS(I).

Pomocu skalarnog produkta izracunava se i projekcija vektora na vektor, tj.

a-b 0 |a|cosq0 a, = skalarna projekcija vektora @ na vektor b,
Z; ‘Z; ‘ cosp=b, = skalarna projekcija vektora b navektor a ,
b
7 | AR
a S1. 7 Skalarne projekcije vektora na vektor
(a b, ) b, = a,b, = vektorska projekcija vektora @ na vektor b ,
(ﬁo b )ﬁo =b,d, = vektorska projekcija vektora b na vektor @ .

Posljedice skalarnog mnoZenja:

(1) a-d=|d|ldcos0=l|a|*, l|a=~a-a,

Q) alb = a-b=0,
a-b=0 = alb ili je barem jedan jednak 0,
3) COS(p—alz (0<p<n).
e}

Svojstva skalarnog mnoZenja:

(1) Gd-a>0, @a-a=0 < a=0, - nenegativnost

2) /1(51 . I;)z (ZZ: ) b=a (/”tb) - homogenost

3) a- b=b-a, - komutativnost

4 a- (ﬁ +Cifad-b+a-c . - distributuvnost
Primjer:

Za vektore Zl,l; vrijedi: |c?| = = @, L(ﬁ,l;): 45° Nekasu é = 45—[3, j7 —G+3b.

Izradunati e - f .

-f =(4G-b)(a+3b)4a-a+11G-b-3b-b=--=-70+553.
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IV. Vektorski produkt vektora (vektorski umnozak)

Neka su

Zz,l; —dani vektori, 1

Q= L(Zz,l; ) —kut medu vektorima g ib. 4 7
Vektorski produkt (umnozak) vektora a i b je funkcija ~ ‘5 y B‘ /
koja paru vektora (&,l; ) pridruzuje vektor d x b . A //

® L

Za vektor dx b vrijedi: a

. ‘Zl xb ‘: |Zi| ‘I; ‘Sin 1) S1. 8 Modul vektorskog produkta

Geometrijski, modul vektorskog produkta jednak je povrSini paralelograma Sto ga

zatvaraju vektori a i b . To vidimo iz: ‘ﬁxb ‘= |Zz| ‘b‘sin(p = |c7|v.

e Vektor axb je L navektor a ina vektor b.

G, b kolineami = daxb=0,

ixb=0 = d, b kolinearni ili je barem jedan od njh 0.

e Trojka vektora (Zz, b,axb ) ¢ini desnu trojku, tj. gledano iz vrha vektora a x b rotacija iz

iub suprotna je gibanju kazaljke na satu.

Svojstva vektorskog mnoZenja:

(1) axa=0,

2) /1(5 X 9): (M)x b=dx (/1[;), - homogenost

3) ax b= —(# xal, - antikomutativnost
4) ax (q +c ): axb+dxc. - distributuvnost

V. MjeSoviti produkt vektora

Neka su a@,b i ¢ dani vektori. Mjesoviti produkt (umnozak) vektora a,b i ¢ je funkcija koja trojki
vektora (5 b, ) pridruzuje broj (a xb)-c eER.

Oznaka: ( )5:(&,15,5)

Svojstva:
() (@xb)-é=(bxé)d=(xa)b=ab¢),
@ (bxa)-c=(axc)b=cxb)a=-(abc)
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Geometrijska interpretacija mjeSovitog produkta:

Neka su a,b i ¢ zadani nekomplanarni vektori i 1 P - j
e T . A e e fommy” /
Q= L(a xb, c) kut medu vektorima (a X b) ic. v f S /

Tada je
(5x5)-5 =‘Exxl;‘~|5|cos¢)

cosgoz%, v=|5|cosg0, B:‘éxg‘ SL9
¢

(ﬁ xb ) ¢ = B-v =4V tj. apsolutna vrijednost mjesovitog produkta triju vektora

jednaka je volumenu paralelepipeda kojeg tvore ti vektori (vidi sliku 9).
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