Ponavljanje: vektorska algebra

Pojam vektora

Duzina AB kojoj su krajevi (tj. tocke) A 1 B uredeni tako da je jedna tocka proglasena
pocetkom (hvatiStem), a druga krajem (Siljkom) naziva se orijentirana duzina ili vektor.

Vektor kojemu je tocka A pocetak, a tocka B kraj oznacavamo sa AB. Vektori se uobicajeno

oznacavaju sa a, b, c,... ali isto tako (u nekim literaturama) i boldiranim slovima: a, b, c,...

Pravac AB zovemo pravcem nosiocem vektora a=AB, a udaljenost izmedu to¢aka A i B
zovemo duljinom (normom ili modulom) vektora a=AB i oznadavamo sa: ‘a‘ :‘AB‘.

» Vektor je klasa orijentiranih duzina, jednozna¢no odreden smjerom, orijentacijom i duljinom.

Kazemo da su bilo koja dva vektora a i b jednaka i pisemo a=b ako oni imaju jednaki smjer,
orijentaciju i duljinu. Ako je duljina nekog vektora jednaka jedan, onda kazemo da je taj vektor
jedini¢ni vektor, a ako je duljina nekog vektora jednaka nuli, onda kazemo da je taj vektor nul-
vektor i ozna¢avamo ga sa: 0. Nul-vektor mozemo shvatiti kao orijentiranu duZinu AA (s istom
pocetnom i krajnom tockom), Sto je zapravo bilo koja to¢ka A. Jasno, tocka nema jednoznacan
smjer, a samim time ni orijentaciju, stoga zaklju¢ujemo da nul-vektor nema jednoznacan smjer (to

je jedini vektor koji ima beskona¢no mnogo smjerova).

Tvrdnjal

Neka je a bilo koji vektor takav da je ‘5‘;&1. Tada je|a, =

|1

jedini¢ni vektor vektora a.

D

Ako dva vektora a i b imaju jednaki smjer i duljinu, a suprotnu orijentaciju, onda kazemo da su

oni suprotni vektori i pisemo: a=—b. Uotimo: BA=-AB (tj. AB i BA su suprotni vektori).

Ako dva vektora a i b imaju jednaki smjer, onda kazemo da su oni kolinearni vektori i pisemo:

a=Ab], gdje je 1eR.

Kolinearni vektori imaju paralelne pravce nosioce ili leZe na istom pravcu nosiocu. Specijalno:

e akoje A=1,ondaje a=b;

e akoje 1=-1,ondaje a=—b;
e akoje 1=0,b=0,ondaje a=0 (jerje: 0-b=0).

Time zaklju¢ujemo da su isti i suprotni vektori ujedno kolinearni vektori, ali isto tako da je nul-
vektor kolinearan sa bilo kojim vektorom.



Zbrajanje vektora i mnoZenje vektora skalarom. Linearna kombinacija vektora.

Nekasu a i b bilo koja dva vektora. Tada je jednozna¢no odreden njihov zbroj, C

tj. vektor ¢ takav da je: . .............................................

b
a
Svojstva zbrajanja vektora: A

(5+5)+5:5+(5+E) (asocijativnost)

a+0=0+a=a (nul-vektor 0 je neutralni element)
5+(— §)=—5+5=6 (—a je suprotan vektor vektoru a)
a+b=b+a (komutativnost)

Podsjetimo se:
Zbroj vektora a i b predocen je dijagonalom paralelograma koja izlazi iz vrha u kojemu su
podeci vektora @ i b, a razlika vektora a i b je predodena drugom dijagonalom paralelograma

(pritom treba paziti na orijentaciju te dijagonale u ovisnosti o suprotnim vektorima a-bi 6—5).

Ako bilo koji vektor b pomnozimo sa skalarom (realnim brojem razli¢itim od nule) dobivamo
ponovo vektor a, koji ima svojstvo da je kolinearan sa vektorom b.

Drugim rjedima, akoje a=A1-b, AeR\{0}, onda su vektori a i b kolinearni.

Svojstva mnoZenja vektora sa skalarom: /1~(5+ 6) =A-a+A-b
(/1+y)-5=,1-5+y-é
la=a
0-a=0



# Zavektore a, a, ..., a

n

i skalare 4, 4,,..., 4, jednoznacno je odreden vektor

b=Aa +2a,++,a,.

Vektor b zovemo linearnom kombinacijom (ili linearnim spojem) vektora a,, a, ..., a

n e

Kazemo da su vektori i a,,..., a_linearno zavisni ako postoje skalari 4,, 4,,..., A, i barem

n n

jedan A4 =0 takvi da vrijedi

A+ Ayay ++dpa, =0 ili krade 4 -a =0.

i
i=1

Uz pretpostavku da je A =0 proizlazi da je vektor Ei linearna kombinacija preostalih n—1 vektora

8,8y, 1,84, 8, - Naime, iz pretpostavki 4 =0, Y 4 -a =0 proizlazi:
i=1
ﬂ’i'ai’:_(il'gi.-i_ﬂ“z'52.+'“+ﬂ“i—l'a+ﬂ’ ay,

i+1

+...+,1n.aT)

i+1

odnosno & =yttt Qg g B T 8y

]

A
gdje je: 4, == zasvaki je{1,2,..,n}\{i}.

linearno nezavisni ako iz Z/l, -a, =0 proizlazi da su svi
i=1

Kazemo da su vektori a,, a, ..., a

n

skalari 4, 4,,..., 4, jednakinuli,tj. A4 =4,=---=4,=0.

Lako se moze pokazati da su bilo koja tri vektora u ravnini linearno zavisna te da su bilo koja Cetiri
vektora u trodimenzionalnom prostoru linearno zavisna.

Opcenito bilo koja n+1 vektora u n-dimenzionalnom prostoru su linearno zavisna.

Koordinatni prikaz vektora u prostoru

k jedini¢ni

]

Neka je O bilo koja tocka (trodimenzionalnog) prostora i neka su i, [
medusobno ortogonalni vektori, koji ¢ine desni pravokutni koordinatni sustav (O;?, i, R).

Tocku O zovemo ishodistem pravokutnog koordinatnog (Descarteovog) sustava.

Svakoj tocki T(X,,Y;,Z) prostora moZemo jednoznacno pridruZiti vektor OT, koji zovemo
radij-vektor tocke T ioznadavamo gasa F, =OT. Pritomje: OT=xi+y,j+27K.

Promatrajmo sada proizvoljni vektor au pravokutnom koordinatnom sustavu (O; ij, k).
Koriste¢i svojstvo jednakosti vektora imamo da je bilo kojem vektoru a jednoznac¢no pridruzen

radij-vektor E takav da je E =a, stoga moZemo pisati: a= a, i+ ay] + aZR



Komentar:
Uobicajeno je da se vektor a=a, i+ ay] +ak zapisujeiuobliku a= (ax,ay,az) :

Pritom uredenu trojku (ax,ay, az) zovemo pravokutnim (Descarteovim) koordinatama vektora a.

Nekaje: a=(a,a,a,) i b=(b,b,b,).

X1 My Nz

Tadaje:  atb=(a xb,, a tb, a,+b)=(a b )i+(a b )j+(a b )k,
ia=(A-a,Aa,ia)=1ai+tiaj+iak.
Ako su zadane tocke A(x,,Y;,2) i B(%,Y,,2,), onda je vektor AB dan sa:
AB=(%—%)i+(y,~ V) i+(z,-2)k

ili 'A‘_B.z(xz_xl’yz_yﬂzz_zl)'

Produkti vektora

% Produkt od dva vektora
(1) Skalarni (ili unutarnji ili in) produkt vektora

Skalarni produkt vektora a i b je skalar definiran sa:

5~5:‘5H5"cosw

1)

gdjeje p =X« (5, 6) kut izmedu vektora a i b dovedenih u isti pocetak teje: 0<@p<r.



Ako su vektori a i b zadani pravokutnim koordinatama, tj. ako je

a=(a,a,a,)=ai+a j+ak i b=(b,.b,.b,)=b, i+h, j+bk,

onda je: a-b=a,b +a, b, +a b, |. )

Svojstva skalarnog produkta:

(1) a-b=b-a (zakon komutacije)
(ii) 5( A-b+ *) (a b)+y(” ”) (/1-5)-6+(/,¢-5)-6 (zakon distribucije)
(iii) a-b=0 akoisamoako alb ili a=0 ili b=0.

Vazno: za skalarni produkt ne vrijedi zakon asocijativnosti, tj. 5(56) (5 6)

Uociti da je 5-(5-5) vektor kolinearan sa vektorom a te da je (5-6)-6 vektor kolinearan

sa vektorom c.

.. - g g - - g g v ve -2 - -
Specijalno ako je a=b, onda je a-a=‘aHa‘-cosO, Sto povlaci: ‘a‘ =a-a, odnosno:
=1

a]=vaa|. @3)

Komentar:

Primjenom formule (3) lako se moze dokazati tvrdnja 1 (str 3).

Ako je vektor a zadan pravokutnim koordinatama a=(a,.a .a,)=a,i+a, j+ak, onda se

|a|=[a?+aZ+a? |. 4)

Uzimajuci u obzir navedeno imamo da se kut izmedu vektora a 1 b rac¢una po formuli:

njegova duljina izra¢unava po formuli:

a-b a,-b +a, b +a, b,
‘aH ‘ \/a +a) +a; \/b2+b2+b2

Cosp =

(®)

(2) Vektorski (ili vanjski ili eks) produkt vektora

Vektorski produkt vektora a i b je vektor c=axb, &ija je duljina jednaka povrsini
paralelograma razapetog vektorima ai B,tj.

(6)

[¢[=[axb|=[a| [o|-sin

gdje je (p=&(5,6) kut izmedu vektora a i b. C b
Pritom je: cla, cLb. go\ a




Ako su vektori a i b zadani pravokutnim koordinatama, tj. ako je

a=(a,a,a,)=ai+a j+ak i b=(b,.b,.b,)=b,i+h, j+bk,
ik
ondaje: | axb=|a, a, a,|=(a,-b,—a,-b)i+(a, b -2, b,)j+(a b -a, b)k @)
b, b, b,

Svojstva vektorskog produkta:
(i) axb= —(B x 5) (zakon antikomutacije)

(ii) ax(/1~6+,u-6)=ﬂ-(ax6)+y~(ax6)=(/1~5)><6+(,u~a)x6 (zakon distribucije)
(iii)

D

xb=0 akoisamoako allb ili a=0 ili b=0.
Ako je axb=0, ondasuvektori a i b kolinearni vektori (tj. a=A1-b, AeR\{0}).

Time je: za bilo koji vektor a.

Vazno: za vektorski produkt ne vrijedi zakon asocijativnosti, tj. ax (5 X 6) # (5 X 5) X C

Uoiti da je éx(BxE) vektor komplanaran sa vektorima b i ¢ te da je (axﬁ)xﬁ vektor
komplanaran sa vektorima aib.

*

s Trostruki produkti vektora
(1) Vektorsko-skalarni (ili mjesoviti ili eks-in) produkt vektora

Mjesoviti produkt vektora a,bic je skalar definiran sa:

(a.byc)—(axb)-c |

(8)

Geometrijska interpretacija:

Mjesoviti produkt (556) vektora a, b i ¢
je po apsolutnoj vrijednosti jednak volumenu
paralelopipeda razapetog vektorima a, b i c.

P - =0
Vrijednost mjeSovitog produkta se ne mijenja a b

ako cikli¢ki permutiramo vektore a, b i c ili
ako zamijenimo operacije x i -




Dakle, vrijedi: (5, 5,5) = (B,E, 5) = (5,5,5) odnosnho (éxB)-E = 5-(bxc) .

Za sve preostale permutacije koje nisu ciklicke mijenja se predznak, tj. vrijedi: (a, b, C) = —(5, a, 6) :

pri ¢emu je: (6,5,6)=(5,6,5)=(6,5,5).

#  Vektori a, b i ¢ su komplanarni (leZe u istoj ravnini) ako je njihov mjeSoviti produkt
jednak nuli, tj. ako je (a,b,c)=0.

Ako su vektori a, b i ¢ zadani pravokutnim koordinatama, tj. ako je

a=(a,a,a)=ai+a j+ak,
b=(b,.b,.b,)=b, i+b, j+bk,
c=(c,.C,.C,)=C i+, j+Ck
onda je:
a, ay 7
(ab.c)=|b b, b || 9)
c, ¢ ¢

(2) Vektorsko-vektorski (ili eks-eks) produkt vektora

Vektorsko-vektorski produkt vektora a, b i ¢ je vektor (5><5)><5 ili éx(BxE).
Pritom vrijedi:

(éXB)XEZB-(é- )-a:(b-c)= (b.c) (39) (10)

35 (59

Identitete (10), (11) mozemo ciklicki permutirati. Iz danih identiteta lako se moze pokazati da je
(5>< 5)><E #ax (B x E) . Uogiti da je 5-(5-5) # (5-5)-5 (vidi svojstva skalarnog produkta).

‘ b a

(11)

ax(BxC)=b-(a-c)~c-(a-b)=

Geometrijska interpretacija vektorsko-vektorskog produkta :
Neka je Hz(éxﬁ)xa. Tada je: HJ_(éxB) i dlc.
S druge strane vektor axb je okomit na vektore a i b, stoga iz d L(éxﬁ) proizlazi da vektor d

lezi u ravnini odredenoj vektorima ai B,tj. da je vektor d komplanaran sa vektorima aib.



#  Ciklitkim raspisivanjem identiteta (11) lako se moZe pokazati da vrijedi Jacobiev identitet:

ax(BxE)Jer(Exa)JrEx(aXB)=0 :

» ViSestruki produkti vektora

Navedimo neke visestruke produkte vektora.

(1) Skalarni produkt vektorskih produkata od po dva vektora

Specijalno je:

(axb)-(cxd)=(a-c)-(5-d)~(a-d)-(b-c) -

ol
—_—
ol Tl
([N

Q|
~ —

—_—
Doy
o] ¢

N—

(a-d)

ax[ [a[ 5| ~(a-5)

. gdieje [axb| =(axb):(axb).

(2) Vektorski produkt vektorskih produkata od po dva vektora

(axb)x(cxd)=b-(a,c,d)-a-(b,c,d)

Pritom (a,b,c) oznadava mjesoviti produkt vektora a, b i .

—c(ab.d)-d-(abc) |

(3) Vektorski produkt vektora s vektorsko-vektorskim produkom triju vektora

ax[x(xd) | = (B-d)-(axc)~(5-)-(axd) |.

(4) Produkt od Sest vektora - skalarni produkt mjesovitih produkata

@) () (@9
&) (33)=|6-5) () 69
E9) (4) ()

» Gramova determinanta

Gramova determinanta vektora a i b oznadava se sa: 6(5,5) i definira se:

a-a
b-a

(12)

(13)

(14)

(15)

(16)

(17)

(18)
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Uogimo da je: 6(5,5):(5-5)-(6-5)—(5-5)-(6-5), odnosno 6(5,5):‘5‘2-‘5‘2—(&5)2.

Uzimajuéi u obzir identitet (14) dobivamo: G(é,B):‘éxBr ili G(é,B):(éxﬁ)-(axb).

Gramova determinanta vektora a, b i ¢ oznacava se sa: G(ﬁ,B,E) i definira se:

ab) (a-c)
6(3.6.)= (5 a) (6:6) (5-c)| |. (19)
&b) (60)

Uzimajuéi u obzir identitet (17) lako se vidi da je:

6(a,5,6)=(a.5.¢)-(a..c),

odnosno G(é,B,E)z(é,B,E)Z.

Svojstva Gramove determinante:

(i)
(if)
(iii)
(iv)
(v)
(vi)

(vii)
(viii)
(ix)

G(ab)=0, G(ab.c)>0.

Vektori a i b su linearno nezavisni < 6(5,6)>O.

Vektori 5, b i ¢ sulinearno nezavisni < G(a,b,c)>0.

Povrsina paralelograma razapetog vektorima aib je jednaka /G (5,5) .

Volumen paralelopipeda razapetog vektorima a,bic je jednak 6(5,5,5).

Zavektore a, b, ¢ i d vrijedi:

(a-a) (ab) (ac) (a-d)
S| B € (B9 (69|

(c-a) (c-b) (c-c) (c-d)

(d-a) (d-b) (d-c) (d-d)

Za vektor a definira se Gramova determinanta sa G(é)zé-é ili G(é):‘ér.

o(a.b)<a[ |o.
6(a.5.5)<[a[ [B[ <[

Za svaka dva vektora a i b vrijedi:

Za svaka tri vektora a, b i ¢ vrijedi:

¢ Provjezbati zadatke u Franculi str. 8-16.
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