1. Uvod

1.1 Vektorska funkcija skalarnog argumenta

Definicija 1.1.1
Neka je [ = <a,b> c R, I# @ neprazan podskup skupa realnih brojeva R .
Svako preslikavanje u:1—>R", n>2 sa intervala I u vektorski prostor R" takvo da je svakom

elementu ¢ €1 pridruzen vektor ﬁ(t) € R" naziva se vektorska funkcija skalarnog argumenta i

oznatavasesa: u=u(t), zasvaki tel.

Interval 1=(a,b) R se naziva domenom vektorske funkcije u, a skup ﬁ(l) = {ﬁ(t) |te I} cR"

se naziva slika vektorske funkcije u.

# Konkretno, neka je n=3 ineka je {e],ez,e3} ortonormirana baza vektorskog prostora R’,

tj. neka je (0;2],5,23) desni pravokutni koordinatni sustav prostora R>.

Tada preslikavanje u:1— R® definirano sa: x, A

&:&(t) zasvaki rel

je vektorska funkcija skalarnog argumenta.

Time je vektorska funkcija u=u(t), 11 zadana sa tri skalarne funkcije u, (¢), u,() i u,(¢) i

piSemo:

u(t)=u,(t)-¢ +u,(t)-e, +u,(t)-e, ilikrade: | u(t)=> u, () e

#”  Primijetimo da za neki fiksni ¢, € I imamo da su u, (tj), uz(tj) 1 u3(tj) skalari te da je ﬁ(tj)

vektor (tj. radij-vektor), kojemu je jednozna¢no pridruzena tocka T; (u] (tj),uz (tj),u3 (tj)) .
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Opcenito, ako je dano preslikavanje u:1—R", n>2, onda je vektorska funkcija u=u(t), tel

zadana sa n skalarnih funkcija u, (), u,(t),..., u, (¢) sljede¢im izrazom:

i()=u(t)e. (20)

} ortonormirana baza vektorskog prostora R". Skalarne funkcije u, (t), uz(t),

gdje je {E,ej,...,e

n

ooy U (t) se nazivaju koordinatne funkcije vektorske funkcije u (t)

Komentar 1.1.2
Vektorskoj funkciji u:1—>R", n>2 zadanoj sa u(r)= D u (1) e, tel jednoznadno
i=1

korespondira funkcija wu:1—>R", u:u(t), koja svakom elementu fel pridruzuje n-torku
(u] (¢),u,(2),....u, (t))eR" skalarnih funkcija. Jasno, funkcija u=u(¢), tel je zadana sa n

skalarnih funkcija ,(¢), 1<i<n izrazom:

u(t) = (u] (t),u2 (t),...,un (t))

Za fiksni ¢; € I imamo da su u, (tj), uz(tj) yeves U (tj) koordinate tocke T; i piSemo:
Tj(u, (tj),uz (tj),...,un (tj)).

# Neka je {g],gz,...,en} ortonormirana baza vektorskog prostora R" i neka su ﬁ,?}:l—)R",

n > 2 dvije vektorske funkcije zadane sa:

n

()= u(t)e. v(t)=v(1)e zasvakirelcR.
i=1

i=1

Tada se skalarni produkt u-v vektorskih funkcija u=u(r) i v=v(¢) definira uobitajeno kao i

skalarni produkt bilo koja dva vektora. Drugim rjec¢ima za svaki ¢ € I imamo:
(u-v) (1) =u()-v(r)

e je: i) (1) =2 ()& 3w (1)-6 =3 (w (1) 1)
i=1 i=1

i=1
ili raspisano

u(t)-v(t) =u, (t)-v] (t) +u, (t)-v2 (t) +etu, (t)-vn (t) . (21)
Pritom su skalarne funkcije u, (1), u,(¢),..., u, (¢) koordinatne funkcije vektorske funkcije ﬁ(t),
odnosno skalarne funkcije v, (¢), v,(?),..., v, (¢) su koordinatne funkcije vektorske funkcije v(z).
Ocito je da vrijedi:

0 w()+v()=u (r).a+ivi (0)-6 =3 (1 () 43, (1)) <

i=l i=1
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n n n

(ii) l-&(t)+/,t-\7(t):z&-ui (t)-ei +Zu-vi (t)-ei zz(l-ui (t)+u-vi (l))-ei , A uelR.

i=1 i=1 i=l1

gdje je {e] ,ez,e3} ortonormirana baza vektorskog prostora R*.

Tada se vektorski produkt u(¢)xv(¢) vektorskih funkcija u(z) i v(¢) definira uobitajeno kao i

vektorski produkt bilo koja dva vektora, tj. (ﬁ X ;)(t) =u(t)xv(t) zasvakitel, gdje je:

u(t)xv(t)=|u/z) uz(t; u3§t) : (22)

; (23)

gdje je (u(t),v(t),w(t)) = (u(t)xv(t))-w(t

Napomena:

~—
I
<
—~
~
~—
—_—
<
—~
~
~—
X
—~~
~
~—
N —

Formule za viSestuke produkte vektorskih funkcija analogne su formulama za viSestuke

produkte vektora (usporediti s formulama na str. 9-11).

Limes ili grani¢na vrijednost vektorske funkcije u=u (t) , t €1 definira se na analogan nacin kao 1
limes skalarne funkcije.

Definicija 1.1.3

Za vektor a kazemo da je limes vektorske funkcije u=u (t) u tocki ¢, €1 1piSemo:

limu(t)=a (24)

11y

ako za svaki &>0 postoji 6(¢)>0 takavdaiz 0<|r—¢,|<5(e) proizlazi ‘u(t)—a‘<g.

Neka je vektorska funkcija u=u(t), €1 zadanasa: u(t)=> u(t)-¢, n>2.
i=1
Tada primjenom svojstva limesa proizlazi:
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lim&(t)zlimZ:ui (t)-edi:Z“limui (t)-ejz a -e —a ,

) 1>ty “=

gdje je a; =limu, (1) zasvaki 1<i<n, n>2.

-1,

Jasno, skalarne funkcije u,(¢), u,(¢),..., u, (¢) sukoordinatne funkcije vektorske funkcije ﬁ(t), a

skalari a,, a,,..., a, supravokutne koordinate vektora a .

Dakle, vektorska funkcija u=u (t) , t €1 1ma limes u tocki ¢, ako sve njene koordinatne (skalarne)

funkcije u, (), u,(t),..., u, (¢) imaju limes u tocki ¢,

Neka je 7e1 neki fiksni realan broj i neka je Az >0 takav realan broj da je (¢+Ar)el. Tada
se realan broj At >0 zove prirast skalalarnog argumenta .
u(t) i u(t+At) su vrijednosti vektorske funkcije u s obzirom na odabrane argumente ¢ i 7+ At

stogaje  Au(t)=u(t+At)-u(z) prirast vektorske funkeije u .

Definicija 1.1.4

Za vektorsku funkciju &:&(t) kaZzemo da je neprekidna u tocki #, €I ako za svaki ¢ >0
postoji &(&)>0 takav da vrijedi:
iz 0<|t—1,|<5(s) slijedi |u(r)-u(s)|<e.
Drugim rje¢ima, vektorska funkcija u=u(t) je neprekidna u tocki 7, ako ‘Aﬁ(t) ‘ — 0 kada
At —0, gdjeje t=t,+At.

Komentar 1.1.5

Vektorska funkcija &:&(t) Jje neprekidna u tocki ¢, ako su sve njene koordinatne funkcije
u,(t), uy(2),..., u, (¢), n>2 neprekidne u tocki 7, .
Analogno, vektorska funkcija u=u (t) je diferencijabilna ako su sve njene koordinatne funkcije

u,(t), uy(1),..., u, (¢), n>2 diferencijabilne.

Definicija 1.1.6

Derivacija vektorske funkcije u=u (t) po skalarnom argumentu ¢ je nova vektorska funkcija

&'(t) definirana sa:

(25)
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Ako su u, (), u,(t),..., u,(¢), n>2 koordinatne (skalarne) funkcije vektorske funkcije u :&(t) ,
t €1, onda je:

u'(t)zZui (t)-ei :u,'(t)-eT+u'2(t)-e~2+---+u:1 (t)-e

n o

gdje je: u;(t):—zlimAui(t):lim ' zasvaki 1<i<n, n>2.

Jasno, derivacija vektorske funkcije u=u(t) utocki t, je vektor u'(t,) definiran sa:

. du o u(t,+ At —ul(t
w'(ty) =" (1) =lim & A3 (i)

Definicija 1.1.7

du(t)=u'(t)-dt | se zove diferencijal vektorske funkeije u=u(r).

Svojstva deriviranja vektorskih funkcija:

(i) (u(e)£v(e)) =u'(e)£'(2)

) (m(0)(0)) =m ()l rm(e)a'(c). edieje m(r) skalarna funkeija
i) (w(e)v(r)) =u'(e)-v(e)+u(r)v(0)

) (w(e)xv(r)) =u()xv(e)+u(r) (o)

O (0050 00)) = (00500 (10) 5 (e)o(0)) + (1 0). 9 (1) (1)

Derivacija viSeg reda vektorske funkcije u=u (t) definira se induktivno sa:

" (1) = (Zl(k"’ (r))' = dk:;gt) za svaki k =1,2,3,..n. (26)
Iz formule (26) proizlazi )
.o d
wie
&"<r>=§(&'<r>)=§[db;(f)]:“2;;5’),
()= a() =§[d2j‘t§’)] el

¢ Provjezbati zadatke u Franculi str. 20-22.
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1.2 Vektorska funkcija dviju skalarnih varijabli

Definicija 1.2.1

Neka je S R?, S# & neprazan podskup ravnine R> = RxR.
Svako preslikavanje u:S—>R", n>3 sa skupa S u vektorski prostor R" takvo da je svakom

elementu (t,s) €S pridruZzen vektor &(t,s) € R" naziva se vektorska funkcija dviju skalarnih
varijabli i oznacava se sa: u=u (t,s), zasvaki (t,s)eS.

Skup ScR?, S#@ je domena vektorske funkcije u, a skup u(S)= {&(t,s) (z,5) e S} cR",
n >3 se naziva slika vektorske funkcije u.

# Neka je {g],gz,...,en} ortonormirana baza vektorskog prostora R", n >3 ineka je u:S—R".

Vektorska funkcija &:&(t,s), (t,s)eS zadaje se sa n skalarnih funkcija (po dvijema

varijablama) u, (1,s), u, (,s),..., u, (t,s) ovako: ﬁ(t,s)zzn:ui (t,s)-eﬁi ili raspisano:
i=1

&(I,s):u] (t,s)-eT+u2 (t,s)-e:+---+un (t,s)-en ,n=>3.

Skalarne funkcije wu, (¢,5), u,(t,s),..., u,(¢,s) se nazivaju koordinatne funkcije vektorske
funkcije ﬁ(t,s). Jasno, za neku fiksnu tocku (tj,sj)eS imamo da su u, (tj,sj), uz(tj,sj),...,

u, (tj,sj) skalari te da je ﬁ(tj,sj) vektor (tj. radij-vektor), kojemu je jednozna¢no pridruzena tocka

Tj(u, (tj,sj),u2 (tj,sj),...,un (tj,sj)) , h>3.

Vektorska funkcija u :&(t,s), (t,s) eSc R’ je diferencijabilna (tj. neprekinuto derivabilna) ako
sve njene koordinatne funkcije u, (t,s) , 1<1<n, n>3, imaju neprekidne parcijalne derivacije po

varijablama 7 1s.

Definicija 1.2.2

Parcijalne derivacije (prvog reda) vektorske funkcije u:S—>R", u=u(t,s), (t,5)eS su
nove vektorske funkcije definirane sa:

- ou(t,s u t+At,s —u t,s
() L) g 800 5(0)
B B B ’ (27)
- ou(t,s u(t,s+As)—u(t,s
o) L) ) ()
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Pritom se

d&(r,s)zat(t,s)-dt+;¢s (t,5)-ds | ili krae du=u,-dt+u,-ds | zove (totalni)

diferencijal 1. reda vektorske funkeije u =u(z,s).

#  Parcijalne derivacije viSeg reda vektorske funkcije u=u (t,s) definiraju se induktivno sa:

Pritom je:

&”(t’s)zg(;h(t’s)): o [a&(t,s)]: azﬁ(t,s)’

o\ o or’
0 (- 0 (ou(ts)) Su(ts)

ot osot

Uss (t,s) :&s,(t,s)

- 8 (- g[a&(t,s)] &%u (1)

&m (t,s) =Uus (t,s) = Uy (t,s) R

Usts (t,S) = Usst (I,S) = Uiss (I,S) .
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