Dodatak - prijelaz iz polarnog u pravokutni koordinatni sustav ravnine

Pretpostavimo da je krivulja € zadana u polarnom sustavu jednadzbom p = p(¢), gdje je ¢
polarni kut. Uo¢imo da je p = p((p) skalarna funkcija u varijabli ¢.

Polarni sustav odreden je tockom P (koju zovemo pol) i polarnom osi (koja prolazi tockom P).

C .. p=p(9)
@ je polarni kut

D(¢, =0) polarna os

slika 1

Zanima nas kako glasi vektorska jednadzba krivulje € ... p= p((o), odnosno kako iz polarnog
sustava prelazimo na pravokutni koordinatni sustav ravnine.

U polu P nanesemo jedini¢ne vektore T, ], odnosno {T,]} ortonormiranu bazu od R?, kao $to je

prikazano na slici 2. Jasno, polarni kut ¢ jedansa: | ¢ = 4(6?((p),7)

RZ

slika 2

Tada je u polu jednoznacno odreden jedini¢ni vektor ej(go) =COS¢T+ Singoi, kojeg prenosimo u

tocku D(¢) krivulje € ... p=p(p).

Budu¢i da je ‘§(¢)‘=\]cosz¢+sin2¢ =1 (=const.) zasvaki ¢, tada primjenom leme 2.4.1

(str.46) imamo da je e (¢)-e'(p)=0 ili e(p)Lle'(p), stoga dobivamo da je vektor
e,(p)=¢' (p) =—singi+cose j ortogonalan na vektor e, ().




Time smo u tocki D(¢) krivulije € ... p=p(¢p) uveli novi koordinatni sustav, koji se sastoji od

jedini¢nih vektora e?(go) i e:((p) . Pritom je ‘eﬂ2 ((p)‘ = \/ sinp+cos’p =1.

Navedeni postupak se provodi za bilo koju tocku D(¢) krivulje € ... p=p(9p).

Drugim rjecima u svakoj tocki krivulje uvodi se koordinatni sustav, koji se sastoji od medusobno
ortogonalnih jedini¢nih vektora ej(¢) i e;(go) (vidi sliku 3). Jasno da jedini¢ni vektori E;(go) i ej(go)
ovise o kutu ¢ za koji je skalarna funkcija p = p(¢) definirana.

e (p,)=cosg,i+sing, j
e2(¢2) = _Sin¢72 i +COS ¢, J

e (p,) =cose,i+sing, j

g(("s) :_Sin¢’3T+COS¢3 J R’

—

e:(g/)l) :_Sin(/)lf_'_cosgol J
el((/)l) = COS ¢ i +Sin(/)1 J
®, p((/’l) e,(¢,) =—sing, i+cosg, j

o _e(@)=cosgi+sing,

slika 3 i

Sada se lako moze vidjeti sljedece:
ako skalarnu funkciju p = p(¢) pomnozimo sa jedini¢nim vektorom e (@) =cosgi+sing j,
onda dobivamo vektorsku funkciju i(gp) = p(9)-&,(9)

koja je u koordinatnom zapisu dana sa:

X(¢)=p(p)-cospi+p(p)-sing |,

gdje su p(¢)-cosp i p(¢)-sing koordinatne funkcije vektorske funkcije i(go) (vidi sliku 4).

RZ

slika 4

Na osnovu recenog zakljuéujemo da je ;((go): p((o)-COSg0T+ p(qo)-singoj vektorska jednadzba
krivulje €, koja je bila poéetno zadana u polarnom sustavu skalarnom funkcijom p = p((p).

Pritom su x(¢)=p(p)-cosp, y(p)=p(p)-sing

ili krace X=p-COS@, y=p-Sing

parametarske jednadzbe krivulje € .



Konkretno za fiksirane izbore kuta ¢, , kao $to je prikazano na slici 5, imamo da svakoj tocki D((oi)
krivulje € korenspondira odgovarajuéi radij-vektor )ﬁ(((pi )=p(¢,)-cosg, i+ p(¢)-sing, i
Na osnovu Gega imamo: D(¢,)=D(x.y;), gdieje: x =p(¢)-coseg, y;=p(p)-sing.

RZ
|

4 ((p3):D(X3,yg):D(p(¢)3)-COS(/)3,p(¢)3)~8in(p3)

O -

slika 5

Uzimajuéi u obzir dase x(p)=p(@)-cospi+p(p)-sing j krate zapisuje: x(@)=p(9)-&(p) te

daje: x'(¢)=p'(0)-el@)+p(p)-&'(p), odnosno: x'(p)=p'(¢)-&(@)+p(p) e,(p), odakle

je:

\i'(co)\=\/(p'(<o))2+(p(¢>))2, dobivamo da je T(¢):‘§'(¢) _P'(9)-ele) +p(0) & (p)

@] J(p(@) +(olo))

jedini¢ni vektor tangente na regularnu krivulju € u proizvoljnoj tocki D(¢) te krivulje (slika 6).

slika 6

Pritomje |u=X (f (9), ej(go)) kut izmedu jedini¢nog vektora tangente i jedini¢nog vektora e_i(qo)

u proizvoljnoj tocki D(¢) krivulje €, stogaje: cosu=T(p)-&(p)

odnosno:



=1 =0

cosi=T(p) () = P'(9) 8@+ p(0) &l0) = P'(0)-8(0) &o) +p(9) &,l0)-el0)

(2'(0)) +(p(0)) V(2'(0)) +(o(0))
ili: cosu = Pl9)

V(2 (@) +(o(0))
Time je:

Jl‘ (p'(0)) J (2'(0)) +(p(0)) -~ ('(0))
guosiu_Jeostu N (P Hele)) N (p(e) +(olo))
cosu  cosu 7'(9) (o)
L (2'(0)) +(p(0)) L (2'(0)) +(p(0))

odnosno: tgu= % , Sto se krace zapisuje: | tQu= f .

Kut u= 4(?((p) , ej(¢)) zovemo kutom izmedu tangente i polarnog radij-vektora.

¢

Uocimo sada na slici 6 kut izmedu tangente i1 polarne osi (X-osi), kojeg ¢emo oznaciti sa « . Dakle
imamo: « = &(T—((p)j) i podsjetimo se da je: ¢ = 4(51(¢),T) .

Akoje [a>¢], ondaje (vidi slike 7 i 8).

Interpretacija: ako je kut izmedu tangente i polarne osi strogo veci od polarnog kuta, onda je on
jednak zbroju polarnog kuta i kuta izmedu tangente i polarnog radij-vektora.

Ako je , onda je (vidi sliku 9).
Interpretacija: ako je kut izmedu tangente i polarne osi strogo manji od polarnog kuta, onda je on
jednak razlici polarnog kuta i kuta izmedu tangente i polarnog radij-vektora.

T(p) e.(p)
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a je tupi kut
a>@

e ()

slika 7
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y a je giljasti kut
a>@

—

O i A X (polarna 0s)

slika 8

Pretpostavimo sada da postoji krivulja € zadana u polarnom sustavu jednadzbom p = p(¢) takva da
je a< @, gdje je a kut izmedu tangente i polarne osi, a ¢ je polarni kut.

U ovom sluéaju imamo: , odnosno (vidi sliku 9).

!

A Of i X (polarna os)
slika 9

> lzvod formule za izradunavanje duljine luka krivulje zadane polarnom jednadzbom p = p(¢)
Nekaje p=p(p) polarna jednadzba krivulje C .

Tada uzimaju¢i u obzir gore navedeno imamo da je

—

x(p) = p(go)-COSgoT+p((p)-sin¢ i

(9)=p(p)-&(0)

x|

ili krace

vektorska jednadzba dane krivulje C .

Pritomje: | '(¢)| =/ (0(0)) +(p(p))"  (vidi str.3).




Primjenom definicije duljine luka krivulje (zadane vektorskom jednadzbom) dobivamo da se duljina

luka krivulje € ... p=p(p) od totke D(¢,) do tocke D(¢,) izradunava po formuli:

P2 P2
s=[[x(p)]do= [ ('(0)" +((0)) do
2] P
koju Cesto zapisujemo u kracem obliku:

S:Ta/p'2+p2 do |.
[

Totke D(¢,) i D(¢,) na krivulji € zadanoj polarnom jednadzbom p = p(¢) korespondiraju
proizvoljno odabranim fiksiranim kutevima ¢, 1 ¢, za koje je zadana krivulja dobro definirana (vidi
sliku 10 i komentar 2.3.2).

H D((”z): D(Xz’ yz): D(p((pz)-COS(DZ,p((ﬁz)'sm%)

D(,)=D(x.¥,)=D(p(p)-cose,, p(¢,)-sing,)

T

O=P polarna os

slika 10



