2.3 Duljina luka krivulje. Parametrizacija krivulje duljinom luka

Neka je {Eleza} ortonormirana baza vektorskog prostora R" i neka je X:l—>R"

regularna parametrizacija krivulje u prostoru R" (Eime je X:1—>R" glatko preslikavanje nekog
nepraznog intervala | — R u prostor R" takvo da je )?'(t);ﬁf) zasvaki tel).

R/

< Primijetimo, uvjet )?'(t);ﬁf) zasvaki t el ekvivalentan je uvjetu ‘)?'(t)‘;to zasvakitel.

Nadalje, neka je za svaki t el regularna krivulja € u R" zadana sa n skalarnih funkcija xi(t)

X, (t) .., X, (t) izrazom: ;((t):iznl:xi ()& =x%(t)-&+%(t)-e++x,(t)-e,

Tada je:

pri ¢emu je vektorska funkcija x'(t) vektor tangente na regularnu krivulju € u nekoj njenoj

proizvoljnoj togki T(x,(t),%,(t),...X, (t))e £, a skalarna funkcija ‘)?(t)‘ je duljina vektora

je jediniéni vektor tangente na regularnu krivulju € u nekoj njenoj proizvoljnoj tocki

T=(%(t),%(t),.. %, (t))eC.

Pretpostavimo da je segment Iz[a,b], a<b domena regularne parametrizacije krivulje £ u
prostoru R", kojoj su A=(x,(a),%,(a),...%,(a)) i B=(%(b),%,(b),....x, (b)) rubne totke (vidi
sliku 11).

Drugim rje¢ima, neka je i:[a,b]—ﬂR”, a<b regularna parametrizacija krivulije € zadane

vektorskom jednadzbom X = ;((t) , gdje je

:ixi ()& =x%(t)-e+x%(t)e++x (t)-e, zasvakite[ahb].
i=1
Definicija 2.3.1

Ako je i:[a,b]—ﬂR&" regularna parametrizacija krivulje £, onda duljinu luka regularne

krivulje € ozna¢avamo sa S i raéunamo po formuli:
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ili u raspisanom obliku:

slika 11

Komentar 2.3.2
Neka su t,,t, I =[a,b], a<b. Tada na krivulji € imamo totke T, =(X,(t,), %, (t,),.... X, (t,))

i T, =(%(t,), % (t,),- X, (t,)) (vidi sliku 12).

_%

a

slika 12

Primjenom definicije 2.3.1 se duljina (dijela) luka krivulje € od toc¢ke T, do toc¢ke T, racuna po
formuli:

Definicija 2.3.3
Ako je x:[a,b]—>R" regulama parametrizacija krivulie € i t,e[ab] takav da je
To=(%(t). % (t),--. %, (t,)) neka fiksna tocka na krivulji €', onda se za svaki t, <t<b duljina
luka krivulje € od totke T, € do proizvoljne tocke T=(%,(t),%,(t),....x, (t)) €€ rauna po
formuli:
t
s(t)=[|x'(u)| du. (42)
b
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Izrazom (42) dana je veza izmedu duljine luka s i parametra t, kojim je parametrizirana regularna
krivulja € . Uoc¢imo da je izrazom (42) duljina luka s izraZena kao skalarna funkcija po varijabli t,

tj. imamo: s=s(t).

#  Namece se sljedece pitanje:

ako regularnu parametrizaciju i:[a,b] — R" krivulje € reparametriziramo, da li ¢e duljina
luka reparametrizirane krivulje biti jednaka duljini luka polazne krivulje?

Odgovor na ovo pitanje daje nam sljede¢a propozicija, koja nam govori da je duljina luka
reparametrizirane regularne krivulje jednaka duljini luka polazne (tj. zadane) krivulje.

Naime, reparametrizacijom regularne krivulje ne mijenja se njena duljina luka.

Propozicija 2.3.4

Neka je zadana regularna parametrizacija krivulje € u prostoru R" sa i:[a,b]—ﬂR”. Ako
krivulju € reparametriziramo preslikavanjem f :[c,d]—[a,b], onda je duljina luka regularne
reparametrizirane krivulje dane sa 9:[c,d] — R" jednaka duljini luka krivulje C .
Dokaz:

Treba dokazati da vrijedi:

6 —

b
‘y'(p)‘dpzﬂx'(t)‘dt.
b —
Primjenom definicije 2.3.1 imamo da je s :H x'(t) ‘ dt duljina luka regularne krivulje £ u R".

Teoremom 2.1.10 pokazali smo da je f/:[c, d]—>R" takoder regularna parametrizacija krivulje €
u R", pri Gemu je: y(p):(io f)(p):ﬁ(f (p)) zasvaki pe[c,d].

d
Time je izrazom Hy(p) ‘ dp dana duljina luka regularne reparametrizirane krivulje € .

Iz y(p)=x(f(p)) proizlazi: y'(p)=x'(f(p)) f'(p),
stoga je:
[ly:(p)|dp=[|x(f(p))-f(p)|dp=[|x'(F(P) [f(P)|dp.  (43)

Primijetimo da vrijedi:
@) |f'(p)|=%f'(p). jerje f(p) (atimei f'(p)) skalarna funkcija po varijabli p,
(i) iz f(p)=t p
(iii) akoje f'(p)>0 (funkcija f raste), ondaje: f(c)=a, f(d)=

f'(p)<0 (funkcija f pada), ondaje: f(c)=b, f(d)=a.

roizlazi: f'(p)dp=dt,

(iv) ako je
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Koriste¢i definiciju zamjene varijabli ("supstitucije") u odredenom integralu,
po kojoj za neprekidnu funkciju ¢(x), xe[a,b] i neprekidne funkcije x = (u) i

w'(u), uelae,B], gdie je a=y(a), b=y(B), pri Cemu je (p(l//(u)) definirana i
neprekidna za svaki u e[a, 8] vrijedi:

To(x)ix=f o (v (w)-v () |

proizlazi:

(1) za f'(p)>0 funkcija f:[c,d]—[a,b] raste, stogaje: f(c)=a, f(d)=b paje:

JIC (O () e =JIi(1 ()] (p) o= [0

c

(2) za f'(p)<0 funkcija f:[c,d]—[a,b] pada, stogaje: f(c)=b, f(d)=a paje:

i\?'(f(p))\-\f'(p)\dp=—}\?'(f(p))\-f'(p)dp{\?'(f(p))\-f'(p)dp=ﬂ?'(t)\dt

c

Pritom se koristilodaje f(p)=t zasvaki pe[c,d] i f'(p)dp=dt.

U oba slu¢aja dobili smo da je

© —

%(1 () (p)] o= |0 e

d b
Sto uvrStavanjem u identitet (43) povlaci da je: ” )7( p) ‘ dp = ” ;((t) ‘ dt.

Time je propozicija dokazana.

Definicija 2.3.5

Ako je ‘)?'(t)‘:l za svaki te[a,b], onda kazemo da je krivulja € parametrizirana po
(svojoj) duljini luka s ili po prirodnom parametru s.

Drugim rje¢ima za krivulju € ... y=y(s) vrijedi: ‘y'(s)‘:l.

#  Ako je krivulja € zadana sa ;(:i(s), gdje je s duljina luka krivulje €, onda je ‘i'(s)‘zl.

Time je vektorska funkcija

n

T(s)=x'(s)=Y % (s)-& =% (s) € +%(s)-&++X,(s) e,

i=1

jedini¢ni vektor tangente na regularnu krivulju C .

Obrazlozimo navedenu tvrdnju.
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Primjenom definicije 2.3.3 imamo da se za svaki a<t<b duljina luka regularne krivulje £ od
fiksne tocke A:(xl(a),xz(a), X (a)) do proizvoljne tocke Tz(xl(t),xz(t), X (t)) raduna

ey Ap ey Ay

po formuli:  s(t)= ‘)?‘(u)‘du iz koje proizlazi:

0 e

ds () =| x'(t) |dt |, (44)
ds(t) |-
odnosno % =‘ x'(t) ‘ (45)

il s'(t)=[x'(1) .
Pretpostavimo da je parametar t vektorske jednadzbe regularne krivulje € jednak duljini luka s,
tada iz identiteta (44) proizlazi: ds :‘ x'(s) ‘ ds  sto povladi: ‘ x'(s) ‘ =1.

Jasno, u ovom slu¢aju imamo regularnu krivulju € ... ;<=;<(s), kojoj je vektor tangente ujedno

jedinieni, tj.  T(s)=x'(s).

Primjedba 2.3.6

S= s(t) je skalarna funkcija po varijabli t, stoga se identitet (45) moze krace pisati u obliku:

ﬁz‘i(t)‘ odakle proizlazi a__1

=———. U ovom sluéaju je t=t(s) skalarna funkcija po
&) ju (s) ja p

dt(s)= 1
ds[x(t(s))]

varijabli s, koja je ujedno inverzna funkcija funkcije s =s(t), stoga je: t'(s) =

Primjer 2.3.7
Neka su u=0 i v fiksni konstantni vektori u o o—0 o— P
R". Tada je preslikavanje x:R—>R" zadano sa: v

x(t) =u-t+v regularna parametrizacija pravca u

prostoru R".

Pritomje x'(t)=u=0 zasvakiteR Napomena:

Pravac mozemo zadati i vektorskom

roizlazi iz pretpostavke u #0). N
b Prew *0) : jednadzbom X(t)=P-(1-t)+Q-t

Time je konstantan vekEor u vektor tangente te je zasvaki te R, gdje su P i Q dvije
= u ... : fiksne tocke, ¢ime se dobiva
konstantan vektor T = m jedini¢ni vektor tangente . jednadzba pravca koji prolazi

tockama P 1 Q.
U ovom slucaju je:
i T=|Q-P| (konstantan vektor).

u bilo kojoj tocki pravca.



¢ Reparametrizirajmo sada pravac i(t) —u-t+v, teR po prirodnom parametru s.
Uzimajuéi u obzir da je ‘ x'(t) ‘ = ‘ u ‘ zasvaki teR te koriste¢i definiciju 2.3.3 dobivamo:

S(t)=.i.‘;<'(V)‘dv=‘ﬁ‘-(t—a) i specijalnoza a=0: s(t —‘u‘t = t—‘s‘
¢ u

Time je vektorska jednadzba pravca reparametriziranog po duljini luka (tj. prirodnom parametru) s

dana sa: x(s):ﬁ-s+\7 ili x(s)=T-s+v, se[0,+w), gdieje T ==
u

<

Primjer 2.3.8

Reparametrizirajte kruznicu polumjera r >0 (sa srediStem u ishodiStu) zadanu sa:
x(t)=(rcost,rsint,0), r>0, te[0,27]
po prirodnom parametru s.
Imamo: x'(t) = (~rsint,rcost,0) = r-(-sint,cost,0), t. ‘ x'(t) ‘ =r zasvaki te[0,2rx].

t t
Time je: s(t):.”;('(u)‘du: f rdu=r-t, odakle proizlazi: tzé,

a

stoga je ;((s):(rcosi,rsini,Oj, r>0, se[0,2rz] wvektorska jednadzba kruznice
r r

reparametrizirane po duljini luka te je jedini¢ni vektor tangente u bilo kojoj to€ki te kruznice dan sa:

T(s)=x'(s) :Kr-l(—sinij, r-l-cosi,oj:K—sing,cosi,oj .
r r)"r r r'oor
Dodatak:

Uzimajuéi u obzir komentar 2.3.2 za regularnu ravninsku krivulju ¢ ... ;((t) =x(t) i+ y(t) i,

)?'(t);tﬁ za svaki tel, gdje je x: 1 —R? regularna parametrizacija krivulje € imamo da se
duljina luka krivulje € od tocke T, do tocke T, racuna po formuli:

5= j\/ () dt, gdieje t.t,el=[ab], a<b.

Uzimaju¢i u obzir vezu 1zmedu derivacije funkcije zadane eksplicitnom jednadzbom y = y(x) i

v (1
tzv. "parametarskih" derivacija X(t)=dxd—(tt) i y(t)= d):j() gdje je: y'(x)=% dobivamo:

t

¢ , (t)

S:I 1+ [y " J dt— _[ ,¢1+ dX Time je formula za izraCunavanje duljine luka
4

krivulje € ... y=y(X) (zadane eksplicitnom jednadzbom) danasa: |s= j «/ l+
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