2.5 Zakrivljenosti (fleksija i torzija) prostorne krivulje

U ovom odjeljku promatratl ée se regularne krivulje u prostoru R’ (i specualno regularne
krivulje u ravnini) € ... x=x(s) parametrizirane duljinom luka za koje je T(s)# 0 za svaki s

Za regularne krivulje u prostoru R’ definiraju se dvije zakrivljenosti:
- prva zakrivljenost ili fleksija, kojom se broj¢ano odreduje mjera odstupanja krivulje od
pravca u bilo kojoj tocki te krivulje,
- druga zakrivljenost ili torzija, kojom se odreduje izvijanje krivulje iz oskulacione

ravnine u bilo kojoj tocki te krivulje.

Definicija 2.5.1

Prva zakrivljenost ili fleksija regularne krivulie € ... x=x(s) u prostoru R’ je skalarna

funkcija y (s) koja je jednaka duljini derivacije vektora tangente:

2(s)=|T'(s)] | (51)

Uogimo: x(s)=0.

Ako postoji e[0,L]cR takav da je x(s;)=0, onda kazemo da je tocka

s,
T :( (5),(s),2( 1)) to¢ka izravnavanja krivulje € . U okolini te tocke krivulja se ponasa kao

1

pravac (vidi primjer 2.5.3).

Primjenom definicije 2.5.1 imamo da se jedini¢ni vektor glavne normale (definiran u 2.4.3) moze

pisati u obliku: | N(s)= ako je x(s)=0.

Ako je x(s)=0, onda u totki T,=(x(s;),»(s),z(s;)) nije odreden jedini¢ni vektor glavne

normale, a samim time ni jedinicni vektor binormale, Sto povla¢i da u toj tocki nije odredena niti
jedna od navedenih triju ravnina (oskulaciona, normalna i rektifikaciona).

Definicija 2.5.2

Druga zakrivjenost ili torzija regularne krivulje € ... x=x(s) u prostoru R’ je skalarna

funkcija 7(s) definirana sa:

T(s):—ﬁ'(s)-ﬁ(s) . (52)

Za bilo koji fiksni 5, €[0,L]c R imamo da je 7(s;)€R.

U nastavku ¢e se dati interpretacija vrijednosti torzije u nekoj fiksnoj to¢ki regularne krivulje C .

Prije toga navedimo neke primjere.
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Primjer 2.5.3

U primjeru 2.3.7 pokazali smo da je reparametrizacija pravca ;c(t) =u-t+v po prirodnom

parametru s dana sa ;c(s):f-sﬂ:, se[0,+oo>, gdje je jedinicni vektor tangente T

I
:1|:1

konstantni vektor u bilo kojoj tocki tog pravca. Time je T'=0, odnosno: )((s) =0 za svaki s.

Dakle, zakrivljenost pravca u svakoj njegovoj tocki je jednaka nuli.

Primjer 2.5.4

Promatrajmo sada ;c(s) = (r cosi,rsini,Oj vektorsku jednadzbu kruznice polumjera » >0
r r

(sa sredistem u ishodistu) po prirodnom parametru s €[0,2r7].

U ovom sluc¢aju imamo da je vektorska funkcija T(s):(—sini,cosi 0] jedini¢ni vektor

r r ’
tangente u bilo kojoj tocki te kruznice. Pritom je (vidi primjer 2.4.6)

1
T(s)|==
Ot
B(s)=(0,0,1), ¢ime je E'(s)zﬁ odnosno 7(s)=0 zasvaki s e[0,2rx].
Interpretacija:

- fleksija (tj. prva zakrivljenost) je u svakoj tocki kruznice obrnuto proporcionalna polumjeru

te kruznice,

- torzija (tj. druga zakrivljenost) je u svakoj tocki kruznice jednaka nuli.
Uoc¢imo da je kruznica ravninska krivulja, stoga se ona u nijednoj svojoj tocki ne izvija u

prostor.

Komentar:

Po intiuciji, bez dokaza, o€ito je da pravac nije zakrivljen u niti jednoj svojoj tocki, ali isto tako
da je kruznica bilo kojeg polumjera jednako zakrivljena u svakoj svojoj tocki.
Pritom je kruZnica manjeg polumjera viSe zakrivljena od kruznice veceg polumjera, Sto nam

potvrduje dobiveni identitet: y (s) = 1 (koji nam govori da su fleksija 1 polumjer kruznice obrnuto
r

proporcionalni).

Dakle, izradunavanjem fleksije regularne krivulje u R’ podrazumijeva se brojéano odredivanje
mjere odstupanja krivulje od pravca u bilo kojoj tocki te krivulje.

Takoder, po intuiciji o¢ekujemo da ¢e torzija regularne krivulje u ravnini biti jednaka nuli (vidi

korolar 2.6.4), jer se ravninska krivulja ne moze izvijati iz ravnine (u kojoj je zadana) u prostor.
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Primjer 2.5.5

Promatrajmo sada heliks zadan sa:

x(t) :acost-f+asint-}'+bt-l;:(acost,asint,bt), teR, a>0,b>0.
(vidi predavanja, str. 29). Odredite fleksiju y(s) itorziju 7(s) heliksa za bilo koji s .

Budu¢i da jo$ nismo izveli formule za racunanje fleksije i torzije za krivulje zadane po

proizvoljnom parametru ¢, namece se potreba reparametrizacije heliksa po prirodnom parametru s .

Fleksiju y(s) itorziju 7(s) izraGunati cemo primjenom definicija 2.5.112.5.2.

Iz x(t)=(acost,asint,bt) proizlazi: ;c'(t):(—asint,acost,b), teR, a>0,b>0.

odnosno: ‘;c'(t) ‘:\/ a+b*,
paje s(t):“;c'(u)‘du:\/a2+b2-jdulea2+b2-t
0 0

odakle proizlazi: (=
Nat+b’
¢ime je .;(S) = (a COS; asin S b S]
a2+b2’ \/az+bz’\/az+b2

Nadalje, imamo:

;c'(s):(— 4  sin—— 9% cos—— b ]
Ja*+b’ \/az+b2 \/c12+192 \/az+b2 \/az+b2
1

) s
——| —asin —,
Na* +b? ( Ja' +b?

acos

s
— b
Ja*+b? ]

;c"(s)— ! -(— 4 cos—— 2 sin——2 0]
\/az+b2 \/az+b2 \/a2+b2’ \/az+b2 \/a2+b2’
a

s s
= ———| —c08 ——=, —s5in ——=,0
az"'bz( Na' +b’ va' +b’ ]

paje
T(s):;c'(s):;-(—asin;,acos;,b]
Jat+b? Nvat+b? Jat+b?
= - a S S
Tv — 4" — o o ’0
(5)=x7(s) a2+b2( N PN e ]
odnosno
x(s)=|T'(s)[= ==
a’ +b?
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Primjenom definicije 2.5.2 imamo: ‘L'(S) =— E’(s)ﬁ(s) ,

stoga izracunajmo jedinicni vektor glavne normale 1 derivaciju jedini¢nog vektora binormale:

a s . s
s Y 5 s 30
. TV(S) @ +b* ( cos (a2+b2 Sin /a2+b2 ] ( s ' s ]
N(s)=r= = =| —cos ———, —sin ——,0
‘T'(s)‘ 2“ . Jat+b? Vat+b’
a +b
i j k
— = — 1 S S
B(s)=T(s)xN(s)= ———| —asin—— acoS———— b
( ) ( ) ( ) Ja'+b? a’ +b’ Na* +b?
s . s
—C0§S ——— —Sin ————
. b sin—— z+ b cos ——— ]+[a sin? ——— 4 g cosz;]l;
\Ja® +b? \a? \a’ Ja' +b’ Ja® +b?

:;-(b SIN ——— z+ b cos—— ]+al;]

Va® +b° Ja® Ja?
Time je jedini¢ni vektor binormale dan sa:

= 1

s s

B(s)=——+| b sin—,—b coOS——,a
(S) \/a2+b2( Ja® +b? Ja* +b? ]
pa je:

=, 1 . s

B(s)—— bcos\/i bsmm,o .
Dobivamo:

T<s):-§'<s)-ﬁ<s)=—a2#( poos' = bﬁ]

) b
4. T(S)_a2+b2

s s b
x/a2+b2’ \/az+bz’\/az+b2

parametriziranog po prirodnom parametru s vrijedi da su obje zakrivljenosti fleksija i torzija

asin

Dakle, za heliks ;c(s) = (a cos s] ,a>0,b>0

>( za svaki

konstantne. 1z pretpostavke da je konstanta b > 0 proizlazi da je torzija r(s) =— e
a +

s, Sto ima za posljedicu da ¢e heliks probadati oskulacionu ravninu (tj. izvijati se iz oskulacione
ravnine) u smjeru jedinicnog vektora binormale B(s) . U ovom slucaju kazemo da je helix desno

orijentiran (vidi sliku 14.a).
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S druge strane za b <0 dobili bi da je torzija 7(s)= 2bb2 <0 za svaki s, §to bi imalo za
a’+

posljedicu da heliks probada oskulacionu ravninu (tj. izvija se iz oskulacione ravnine) u suprotnom
smjeru jedinicnog vektora binormale E(s) U tom bi slucaju imali da je helix lijevo orijentiran
(vidi sliku 14.c).

_-/\
slika 14.a slika 14.b slika 14.c
desno orijentiran heliks trobrid pratioc u nekim tockama heliksa lijevo orijentiran heliks

@  Izvedimo sada formulu za izraCunavanje torzije regularne krivulje C ... ;c:;c(s), gdje je

se[0,L]cR. ) )

Primjenom identiteta ﬁ(s) = Z((:)) = );'((:)) , gdje je x(s)= ‘ T'(s) ‘ = ‘ x"(s) ‘;t 0, na identitet

(52) dobivamo: )
T(s):-ﬁ'(s).’;((:)). (53)
Nadalje iz E(s) :T(s)xﬁ(s) :;c'(s)xm: ! -(;c'(s)x;c"(s))
2(s) _x(s)
proizlazi:
ﬁ'(s) =— j;;((z)) (;c'(s)x;c"(s))+ )(ES) .(;C"(S)%;C"(S))-F JCES) (;c'(s)x;c'"(s))

odnosno K
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(v(s)x"(5)x"(5)) | (54)

odnosno T(s)=
( ) %2 (S)

Pritom su se koristila svojstva mjeSovitog produkta, pri ¢emu se dobilo:

(;c'(s)x;c"(s))-;c"(s) = (;c'(s),;c"(s),;c"(s))

(;c'(s)x;c"'(s))-;c"(s) = (x'(s),;c"'(s),;c“(s)) = —(x'(s),;c"(s),;c"'(s)) .

Dobili smo da se torzija regularne krivulje C ... X = ;c(s), s € [O,L] c R racuna po formuli (54).

I
=

Podsjetimo se, fleksija regularne krivulje € ... x=x(s) racuna se po formuli y (s)= ‘ x"(s) ‘ :

Komentar:
Uzimajuc¢i u obzir da je

C .. (s)=x(s)i+y(s) f+z(s) F=(x(s),¥(s).2(s)

dobivamo:

x(s) (s) z(s)

i(s) (s) Z(s)

o(s)= i(s) y(s) Z(s)
(E(s)) +((s)) +(2(s))

Dokazimo sada sljede¢u propoziciju.
Propozicija 2.5.6

Nekaje x:[0,L] >R’ regularna parametrizacija krivulje € ... x=x(s) u prostoru R’ takva
daje x(s)=0 zasvaki se[0,L]cR. Tada je ta krivulja C pravac.
Dokaz:

Neka je krivulja € ... x=x(s) u prostoru R® parametrizirana prirodnim parametrom s i neka
je x2(s)=0 za svaki s. Koriste¢i definiciju 2.5.1 imamo da je: ‘T'(s) ‘ =0, S§to povladi da je

T'(s)=0, odnosno daje T(s)=T konstantan vektor.
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Nadalje, iz definicije jedini¢nog vektora tangente na regularnu krivulju C ... X = ;c(s) imamo:

x'(s)=T, gdjeje T konstantan vektor

ili dx(s) _5
ds
pa je dx(s)=Tds,

x(s)= J.f ds=T-s+c, gdjeje ¢ nekikonstantan vektor.
Zakljucujemo:

ako je y (s) =0 za svaki s, onda je trazena krivulja pravac.

Primijetimo da je ;c(s) =T-s+c (gdje su ¢ i T konstantni vektori) vektorska jednadzba pravca
parametriziranog duljinom luka s (usporediti s primjerom 2.3.7).

S druge strane, u primjeru 2.5.3 pokazali smo da je fleksija (tj. prva zakrivljenost) pravca u svakoj

njegovoj tocki jednaka nuli.

Lema 2.5.7

Nekaje x:[0,L] >R’ regularna parametrizacija krivulje € ... x=x(s) u prostoru R’.

Tada za svaki s €[0,L]c R za koji je y(s)#0 imamo da je {T(s

,N(s),B (s)} ortonormirani
skup.

Komentar:

Da bi dokazali lemu potrebno je pokazati da su vektori T(s), N(s) i B(s) jedinicni i
medusobno ortogonalni (vidi predavanja, str. 47-48).
Pritom treba imati na umu da za sve one izbore od s, €[0,L] = R za koje je y(s;)=0 imamo da su
pripadne totke T, =(x(s;),¥(s;),z(s;)) na krivulji C ... x(s)=x(s)i+y(s) j+z(s)k tocke

izravnavanja krivulje € , stoga u tim to¢kama nije odreden jedini¢ni vektor glavne normale, ali isto
tako niti jedini¢ni vektor binormale.

Iz tog razloga ne mozemo govoriti o trobridu pratiocu u to¢kama izravnavanja krivulje € .

Drugim rje¢ima, kad kazemo da je skup {T(s),ﬁ(s),ﬁ(s)} trobrid pratioc u tocki
T :(x(s),y(s),z(s)) krivulje €, onda mislimo da T :(x(s),y(s),z(s)) nije tocka izravnavanja

krivulje €, §to je ekvivalentno uvjetu y(s)#=0.
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