2.7 Izracunavanje trobrida pratioca, fleksije i torzije regularne krivulje u

prostoru R*® parametrizirane parametrom t

U ovom odjeljku izvesti ¢emo formule za izraCunavanje jedini¢nih vektora tangente, glavne

normale i binormale te fleksije i torzije u bilo kojoj tocki regularne krivulje € u prostoru R®
parametrizirane po proizvoljnom parametru t. Krece se s idejom da se promatra regularna krivulja

parametrizirana duljinom luka s> 0, koju ¢emo reparametrizirati po proizvoljnom parametru t.
Dakle, pretpostavimo da je regularna krivulja € u prostoru R*® zadana vektorskom jednadzbom:
C ... x(s)=x(s)i+y(s)j+z(s)k,
gdje je: i(s) #0 ili ekvivalentno: ‘i(s) ‘ =0 (uvjet regularnosti),
i"(s):&ﬁ ili ;((s)z‘ x"(s) ‘ =0 (nema to¢aka izravnavanja na krivulji )
zasvaki se[0,L].

Tada su elementi trobrida pratioca u svakoj tocki T=(x(s),y(s),z(s)) krivulje € jednoznatno
| S CT(s) =

odredeni formulama: T(S)z X (S), N(S)z—, B

¢ Reparametrizirajmo krivulju € po proizvoljnom parametru t.

t
Uzimaju¢i u obzir da je skalarna funkcija s=s(t) bijekcija definiranasa: s(t)= H i(u) ‘ du

zasvaki te[a,b], pri Gemu je: s(a)=0, s(b)=L te primjenom teorema 2.1.10 imamo da je:

>
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Pritom razlikujemo:

(1) ;<=;<(s) ili raspisano i(s)zx(s)ﬂ y(s) ]+z(s)|2 zasvaki se[0,L],
vektorsku jednadzbu regularne krivulje € u R? parametrizirane duljinom luka s

2) y=y(t) iliraspisano  y(t)=x(t)i+y(t) j+z(t)k  zasvaki te[a,b],
vektorsku jednadzbu te iste regularne krivulje £ u R® parametrizirane proizvoljnim parametrom t.
Jasno iz uvjeta regularnosti krivulje € proizlazi:

x'(s)#0 (Vse[0,L]) ianalogno: y'(t)=0 (Vte[ab]).

Deriviranjem identiteta y(t)=x(s(t))
dobivamo y'(t)=x"(s(t))-s'(t). (65)
gdje je s'(t)=0 (jer je s=s(t) skalarna funkcija, koja nije konstantna).

ZapiSimo identitet (65) u obliku:

<
—
~—+
N

2 =x'(s(t)). (66)

y'(t)=T(s(t)-s'(t) . (67)

Primjenom propozicije 2.1.12 imamo da je T(t):i f(s(t)), stoga (ako zanemarimo predznak, tj.
y'(t)
s'(t)

orijentaciju jedini¢nog vektora tangente) iz navedenog proizlazi da je ?(t) = jedini¢ni vektor

tangente na (reparametriziranu) regularnu krivulju € ... y:§/(t), tefab].

Pritom se odekuje da je s'(t) =‘ y'(t) ‘

< |
—
—
N—

t)

Iz identiteta (66) proizlazi: ‘% =‘§<(s)‘ odnosno

t)

odakle je: s'(t)=‘ y'(t) ‘

Pritom se Koristilo da je: \ x'(s) \ =1 (definicija 2.3.5).
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(0 .

r ( )‘ jedini¢ni vektor tangente naregularnu krivulju € ... y=y(t), te[a,b].
"(t

Prije nego li izvedemo formule za izracunavanje jedini¢nog vektora glavne normale N(t) i

<

Timeje T(t)=

<

jedini¢nog vektora binormale E(t) na regularnu krivulju € ... 9=§/(t) , te [a,b], dokazati ¢emo
sljede¢u propoziciju, koja nam daje formulu za izracunavanje fleksije u bilo kojoj tocki regularne
krivulje € ... y=y(t), te[a,b].
Propozicija 2.7.1
Neka je regularna krivulja € u prostoru R® parametrizirana parametrom t
C..y(t)=x(t)i+y(t) j+z(t)k zasvaki te[a,b].

Tada se fleksija regularne krivulje € izra¢unava prema formuli:

L]

(t) ——— |- (68)
I
Dokaz:
Deriviranjem identiteta (67), tj. y'(t)=T(s(t))-s'(t)
dobivamo
y"(t)=T'(s(t))-s'(t)-s"(t)+T(s(t))-s"(t),
odnosno

ili
V(1) =5"(0) T(s(0) + 2(5(0) (')’ N(s (1) 9

pri ¢emu smo Koristili prvu Frenet-Serret-ovu formulu, prema kojoj je:

T'(s(1)) = 2(s(t))-N(s(1))
Nadalje, dobivamo

— — _ ' I N2 —
(03" ()=(T(s0) ' O)x(s"(0) T(s(0)+ 2(s()) ('O N(s()) - (70)

Uzimajuéi u obzir dasu y(s(t)) i s(t), asamimtimei s'(t), (s '(t))2 , s"(t) skalarne funkcije te

primjenom svojstva vektorskog produkta dobivamo da se identitet (70) moze pisati u obliku:

Y'(©)xy" (1) =5"(t)-s"(1)-(T(s(1))x T (s (1)) + 2 (s (1) (s"(1))"- (T (s(1))xN(s (1))
= 5(s(0)

odnosno y'(t)x y"(t):Z(s(t))-(s'(t))s-E(s(t))

odakle dobivamo: ‘ y'(t)xy"(t) ‘ =‘Z(S(t))'(5'(t))3 -B(s(t)) ‘
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il [y &)<y (t) ()] ‘ s(1))]. (72)
Koriste¢i svojsva da je

(i)  fleksija je nenegativan realan broj, tj. y(s(t))>0,

(i) s'(t)= \ y'(t) \ >0,  (vidi str. 66),

(iii) ‘ﬁ(s(t))‘:l (ti. B(s(t)) je jediniéni vektor binormale)

iz identiteta (71) proizlazi: ‘y(t)xy(t) ‘ = ;((s(t))‘ y'(t) ‘3
odakle je: x(s(t))= M (72)
v

Primijetimo da je y(t)=x(s(t)). jer je regularna krivulja € u prostoru R® zadana s dvije
parametrizacije (na prethodno opisan nacin). Time iz identiteta (72) proizlazi trazeni identitet (68).

Propozicija 2.7.2

Neka je regularna krivulja € u prostoru R® parametrizirana parametrom t
C .. yO)=x(t)i+y(t) j+z(t)k
inekaje x(t)=0 (ili ekvivalentno ‘Y/(t)xy(t)‘io) za svaki te[a,b].

Tada se elementi trobrida pratioca {'T'(t),ﬁ(t) , §(t)} krivulje € izradunavaju na sljedeéi nadin:

0] (73)
_ (y(t)xy t) (74)
T
050
"0 0] “

Dokaz:
Dokaz formule (73) proizlazi iz razmatranja provedenih na str.66.

Dokazimo najprije formulu (75).

Primijetimo da smo iz identiteta (70) dobili y'(t)x y"(t) :;((s(t))-(s'(t))3 -B(s(t)),
odakle proizlazi:
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B(s(t) =Y Oxy"(1)
B( (t)) Z(S(t)) (S'(t))s
Nadalje, primjenom identiteta (72) i svojstva: s'(t) :W(t) ‘ dobivamo:
Sieno YOy Yy
B(s(1)) VOO - e [VOxy)]
——3 ‘y(t)‘
')

$to dokazuje formulu (75), jer je: B(t)=B(s(t)).
Dokazimo sada formulu (74).

Uzimajuéu o obzir da je trobrid pratioc {T (t),N(t),B(t)} desno orijentiran za svaki t e[a,b]
imamo daje N(t)=B(t)xT(t), ¢ime se dobiva:

Nm[\9'«»?&)%9'@) ] 05 0)5 0

y'(t)xy"(®)]] |y

y'(1)|
Sto dokazuje formulu (74). Time je propozicija dokazana.

Izra¢unajmo sada torziju u bilo kojoj toc¢ki regularne krivulje C ... 9 = y(t) , te [a, b] .

Propozicija 2.7.3

Neka je regularna krivulja € u prostoru R® parametrizirana parametrom t
C .. yO)=x(t)i+y(t) j+z(t)k
i nekaje y(t)=0 (ili ekvivalentno W(t)xy(t) ‘ 7&0) za svaki te[a,b].
Tada se torzija regularne krivulje € izra¢unava prema formuli:

(o T 0570) -

[y @)=y ()|

Dokaz:
Podsjetimo se, deriviranjem identiteta y(t)=x(s(t)) dobivamo y'(t)=x'(s(t))-s'(t),

$to se moze zapisati u obliku: y'(t)=T(s(t))-s'(t).
Nadalje dobivamo: y"(t)=s"(t)-T(s(t)+ z(s(t))-(s'(t)) -N(s(t))

te deriviranjem po parametru t dobivamo:
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12 (5(0)-5'(0)5"() N(s(0) + 2(5(0) (') - N'(s(0),
t-

stoga primjenom Frenet-Serret-ova formula (55) i (56), prema kojima je:

T(s(1) = 2(s(0) N(s(1),
N'(s(0) =~ (s(1)) T(s(0)+#(s(0)) - B(s(1)

dobivamo:

odnosno

B(s(1)). (77)

IzraCunajmo sada mjeSoviti produkt vektorskih funkcija ;l'(t), ;l(t) [ y(t), pri ¢emu Ce se

koristiti prethodno dobiveno y'(t)x y"(t)= z(s(t))-(s'(t)) -B(s(t)) (vidi str. 68) i identitet (77)

(5(0).5°(0). 7 () = (¥ ()3 (1))- 5"

¢ime je:

(V0.5 0.5"(0) = (2(s@)) - #(s(0)- (s 0)) 79)
Jasno, pri izraunu primijenili smo svojstvo da je E( ( )) ( ( )) 0 i B( ( )) N(S(t))zo
Uzimajuéi u obzir da je r(t):r(s(t)), ;((t)(:;((s( ))) ‘y ‘( ( )‘ i s (t)=‘§/(t)‘

2

O] =y =y

s e YOO T

dobivamo (;((S(t))) (S(t)) \9(0\6

Sada se lako vidi da iz dobivenog i identiteta (78) proizlazi traZeni identitet (76).
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Propozicija 2.7.4

Neka je regularna krivulja € u prostoru R® parametrizirana proizvoljnim parametrom t
C .. x()=x(t)i+y(t) j+z(t)k

inekaje x(t)=0 i v(t)=‘§<'(t)‘ zasvaki te[a,b]. Tada je:

Komentar 2.7.5

Ako je ;(:[a,b]—)R3 regularna parametrizacija krivulje € u prostoru R*® zadane vektorskom

jednadzbom:

C .. x(t)=x(t)i+y(t) j+z(t)k

gdje je: i(t) #0 za svaki te[a,b], onda se fleksija i torzija regularne krivulje € izra¢unavaju
po formulama:

gdieje | x'(t)xx"(t) [0 (ili ekvivalentno y(t)=0) zasvaki te[a,b].

Pritom su elementi trobrida pratioca u svakoj tocki T=(x(t),y(t),z(t)) krivulje € jednoznacno

odredeni formulama:
A ( (t)xx"
JOIIRY

Podsjetimo se, iz pretpostavke y(t)#0 za svaki te[a,b] proizlazi da nijedna tocka

T=(x(t),y(t),z(t)) krivulje C nije totka izravnavanja te krivulje.
Jasno, u tocki izravnavanja krivulje € nije definiran trobrid pratioc kao ni torzija.

Nadalje, podrazumijeva se da je trobrid pratioc {f(t),N(t),E(t)} desno orijentirani ortonormirani

skup za svaki t €[a,b], stoga je:

T(t)=N(t)xB(t), N(t)=B(t)xT(t), B(t)=T(t)xN(t).
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