2.8 Kanonsko predocenje regularne Kkrivulje

U ovom ¢emo odjeljku regularnu prostornu krivulju €, zadanu vektorskom jednadzbom
C ... x(s)=x(s)i+y(s) j+z(s)k, x'(s)=0 zasvaki se[0,L],
razviti u Taylor-ov red u u bilo kojoj njenoj proizvoljnoj tocki.
Pritom se uz uvjet regularnosti (;((s) - 6) krivulje € pretpostavlja da krivulja nema nijednu tocku
izravnavanja (tj. x"(s)=0 zasvaki se[0,L]).
#  Podsjetimo se, razvoj funkcije x=x(s) u Taylor-ov red u okolini bilo koje totke

T, =(x(s;),Y(s)).z(s;)) krivulje € dan je izrazom:

i(s):i(si)+;(§|s)

(S s) X'2(;5‘).(S_Si)2+...+w.(s_si)”+... (79)

koji se za s, =0 zapisuje u obliku:

;((S):;‘(OFi'l(!o)~5+i'gf)~sz+---+%-sn+...

Jasno, sa (80) je dan razvoj vektorske funkcije X = )?(S) u Taylor-ov red u okolini pocetne tocke

T, =(x(0),y(0),z(0)) krivulje €.

(80)

4+ Slijedi izracunavanje derivacija funkcije x=x(s), se[0,L]. Primjenom Frenet-Serret-ovih

formula
T'(s)=x(s)-N(s)
N'(s)=-x(s)-T(s)+(s)-B(s)
B'(s)=-1(s)-N(s)
dobivamo:
x'(s)=T(s),
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Za s=0 imamo:

x| x| x| x|
5 = _z
.. o
N—
Il
R
Z
o

pri éemu smo Kkoristili oznake: T,=T(0), N

Lako se vidi da je u ovom slucaju razvoj (80) dan sa:

X(s)=%(0)+ Tos 2o No 2 =0 Tot 2o Not 2070 By o,
1! 21 3!

+_3Zo')‘(o'-?04‘(_7534‘)20_Zo'Tg)'l\To+(2j(o'To+Zo'fo)'Bo 4

4! .S +...
odnosno
- - _ s° — s — s° — s —
x(s):x(0)+ﬁ-To+;(0-§-NO—Z§-§-T0+j(0-E-NO+ZO-TO-§-BO+
3y .i.?+(_zs+2 _Z .Tz).i.,\ﬂ(zj( b g d) S Bt
0 0 4' 0 0 0 0 0 4| 0 0 0 0 0 4| 0
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¢ime se dobiva da je u okolini totke T,=(x(0),y(0),z(0))eC kanonski razvoj regularne

prostorne krivulie € ... x=x(s) dan sa:.

s s s —
3
+|:Zo'2 + X —3,+( Yo+ Xo—Xo- Zo) TR '}'No

$®
‘{Zo'fo 31 (2?(0 Tot X 1'0 - } (81)

Pritom su T,, N, i B, elementi trobrida pratioca u tocki T, = (x(0),y(0),2(0))ec.

#  Podsjetimo se, u tocki T, =(x(0),y(0),z(0)) e € razlikujemo tri ravnine:
oskulacionu ravninu (razapetu vektorima T, i NT,)

normalnu ravninu (razapetu vektorima N, i E;)

rektifikacionu ravninu (razapetu vektorima B, i 'I?O)

Pretpostavimo da je ;((0) =(0,0,0). Tada u okolini ishodistu pravokutnog koordinatnog sustava je

kanonski razvoj regularne prostorne krivulje C ... X = i(s) dan sa:

- s s° s _
X(s):{ﬁ_lo 31 BZO'ZO'E_'_“C|'TO

s? s st —
3, - 2
{zo TR (_ZO+ZO_ZO'TO)'4_+"}'N0

Sy N
4{)(0'70'§+(2)(o'f0+7(o'To)'m+"'j|'Bo- (82)

Jasno, u ovom su slucaju T,, NT i BTJ elementi trobrida pratioca u ishodistu pravokutnog
koordinatnog sustava (kojim prolazi krivulja €).

Specijalno, ako je T,=i, N,=j, B,=k, onda iz (82) proizlazi da je kanonski razvoj za
koordinatne funkcije (vektorske funkcije i(s)) dan sa:

s s . st \
X(8) =g~ %65~ 3t Ho gyt
2 §? , NS
y() Y ol + o oy 31 (_Zo+j('o_}(o'fo)'z+"' } (83)
ey NS
Z(S):Zo'To'a"’(zlo'ro"'lo'ro)'a"'"' )
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Uzimajuéi u obzir da je za ispitivanje ponasanja krivulje u okolini bilo koje njene tocke dovoljno
uzeti samo prve ¢lanove kanonskog razvoja, zaklju¢ujemo da za dovoljno mali s (tj. kad s —0) iz

kanonskog razvoja (83) proizlazi:

x(s)=s
y(S)=%-s2 > (84)
z(s):%-s3 )

Sto povla¢i da se regularna krivulja C ... i(s):x(s)7+y(s)]+z(s)ﬁ, se[0,L] u okolini

ishodista pravokutnog koordinatnog sustava moze aproksimirati sljedeCom krivuljom

c' .. i(s)zsh%-szijt%ﬁﬁ. (85)

Pritom je y,#0 fleksija i 7, torzija krivulje €' i jasno krivulje € u ishodistu (pravokutnog
koordinatnog sustava).

Uocimo da y, =0 proizlazi iz pretpostavke da krivulja € nema nijednu tocku izravnavanja.
S druge strane z, moze, ali ne mora biti razli¢ita od nule. Jasno, ako je 7, # 0, onda je sa (85)

dana vektorska jednadZba prostorne krivulje €', a specijalno za 7, =0 dobivamo da se £’

degenerira“ na ravninsku krivulju ¢’ kojoj je x(s)=si+ % .s?j vektorska jednadzba.

#  Uoc¢imo da iz pretpostavke '?O:T, Wg =], BT,zR proizlazi da su elementi baze i, i k

prostora R*® ujedno i elementi trobrida pratioca krivulje €’ u ishodistu pravokutnog
koordinatnog sustava.

Time je u ishodistu Xy —ravnina ujedno i oskulaciona ravnina krivulje €’ i analogno
yz —ravnina je normalna, a xz—ravnina je rektifikacionu ravnina krivulje C"’.

Projicirajmo sada krivulju (85) redom na sve tri ravnine. Projekcijom krivulje €’ na oskulacionu

ravninu proizlazi daje: x(s)=s, y(s):%-sz, z(s)=0.

Eliminacijom parametra s iz jednadzbi x=s, y= %-sz dobivamo jednadzbu parabole

Analogno, projekcijom krivulje €’ na normalnu ravninu proizlazi da je:
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()20, y(s)=Tst, o(s)=2Bog

pa se eliminacijom parametra s iz jednadzbi y = % §?, 7= %0 %o .s® dobiva semikubna parabola

2
2= 2%y
9%

a projekcijom krivulje € na rektifikacionu ravninu: x(s)=s, y(s)=0, z(s):%-s3

i eliminacijom parametra s dobiva se kubna parabola |z :—%6 0.x3

Interpretacija:
projekcija krivulje €’ (a time i krivulje €) u okolini ishodista pravokutnog koordinatnog
sustava ima priblizno oblik
- parabole u oskulacionoj ravnini (slika 16.a),
- semikubne parabole u normalnoj ravnini (slika 16.b) i

- kubne parabole u rektifikacionoj ravnini (slika 16.c).

No =1} Bo =k To=1}
\j 7,<0 - / 7,>0
(0,0,0)| T,=i (0,0,0)] \N,=] (0,0,0)*.. B, =k
slika 16.a slika 16.b slika 16.c
Zo X2 o Ty X°
Primijetimo da iz kanonskog razvoja (84) proizlazi s=x, y= OT , z=22"2"_ pase fleksija

i torzija u ishodistu mogu racunati po formulama:

.2y .3z
Xo=lm —-, 7, =lim —.
x=>0 X x—0 Xy

Pritom smo Koristili svojstvo da: s— 0 povlaci: X —>0.

Uocimo, ako s — 0, onda i y — 0, medutim taj uvjet je nepotrebno pisati u limesu torzije z, zbog

produkta xy u nazivniku i uvjetada x —0.
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#  Specijalno, ako je 7, =0, onda primjenom korolara 2.6.3 i 2.6.4 imamo da se krivulja £’ u
okolini ishodiSta ponasa kao ravninska krivulja: €' ... ;((S):ST+%-SZ] koja ujedno

,,lezi“ u svojoj oskulacionoj ravnini.

Lako se vidi da eliminacijom parametra s iz parametarskih jednadzbi x=s, y =%~SZ krivulje

2

C' dobivamo jednadzbu parabole: y = % X“.

Zakljucujemo da ravninska krivulja €’ u okolini ishodista ima pribliZzno oblik parabole (slika 16.a).

Jasno, iz y= % -x* direktno slijedi da se fleksija u ishodistu moze izra¢unati formulom:

.2y
% =lim =7
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