3.2 Primjeri ploha: sfera, torus, pravcaste plohe, rotacione plohe

Sfera

Podsjetimo se, sa X*+Yy?+z>=r? je dana implicitna jednadzba sfere polumjera r>0 sa

sreditem u ishodistu pravokutnog koordinatnog sustava prostora R®.
Postavlja se pitanje, da li je moguce "prije¢i" sa implicitne jednadzbe sfere na vektorsku jednadzbu
sfere i koje se sve vektorske jednadzbe dobivaju te $to one opisuju?

Primijetimo da iz dane implicitne jednadzbe sfere proizlaze sljedece eksplicitne jednadzbe:

z=i,\/r2—x2—y2 L oy=tr o3 —z2,  x=#Jri-y -z%.

iz kojih uz podesne supstitucije dobivamo sljedece vektorske jednadzbe:

X (Uv)=u-i+v- j+yri—u?—v? -k :(u,v,a\/ r2 —u? —vz) (gornja polusfera)

X, (UV)=u-i+v- j—r?—u? —v? -k = (u,v,— r? —u? —vz) (donja polusfera)

X, (UV)=u-i—yr—u?—v? - j+v-k = u,—o\/rz—xz—yz,v) (lijeva polusfera)
Xs (UV) = —u? =2 -i+u- j+v-k=(Vr?-u’ v ,u,v) (prednja polusfera)
X (U,V) = =12 —u? -2 -T+u-]+v-E:(—a\/ r’ —u?—v? ,u,v) (straznja polusfera)

Svaka od navedenih Sest vektorskih jednadzbi predocuje po jednu otvorenu polusferu i one sve

(

X, (UV)=U-i+4 2 —u? =V j+v-k = (u, r2—u?-v? ,v) (desna polusfera)
(
(

zajedno pokrivaju sferu. Svaka polusfera se naziva karta, a skup svih 6 karata naziva se atlas sfere.

mendijaina ravnina

paraielna rauvnina

95



Uobicajeno je da se sfera polumjera r >0 sa srediStem u ishodiStu zadaje sljede¢om vektorskom

jednadzbom:

x(u,v)=rcosusinv-i+rsinusinv- j+rcosv-k, ue[0,2z], ve(0,x)

Pritom je "u" kut kojeg meridijalna ravnina tocke T zatvara sa Xz -ravninom, a "v" je kut kojeg
radij-vektor to¢ke T zatvara sa jedini¢énim vektorom Kk (tj. z osi).

Jasno, pritom se uzima da je to¢ka T varijabilna tocka (tj. bila koja tocka) na sferi X = i(u,v),

stogaje T =(rcosusinv, rsinusinv, rcosv)

> Zavjezbu, dokazite daje x(u,v)=r-(cosusiny,sinusinv,cosv), ue[0,2z], ve(0,7)
regularna parametrizacija sfere.

Torus

je ploha koja nastaje rotacijom kruznice polumjera b >0 oko kruznice polumjera a>b.

Pritom kruznica polumjera a >0 lezi u ravnini ortogonalnoj s obzirom na kruznicu polumjera b .

Vektorska jednadzba torusa:

x(u,v)=((a+bcosu)-cosv,(a+bcosu)-sinv,bsinu), u,ve[0,27], a>b>0]|.

Pravcaste plohe

su one plohe koje mozemo dobiti pomicanjem pravca duz neke krivulje.

Nekaje I c R, I #< neprazan interval u skupu realnih brojeva i neka je:
al >R regularna parametrizacija krivulje € u prostoru R?,
B:1—R® proizvoljna vektorska funkcija takva da je Z’(u) =0 zasvaki uel.

Tada se definira regularna ploha: | x(u,v)=a(u)+v-B(u), uel, veR |,
koja se naziva pravcasta ploha.
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Pritom se vektorska funkcija Z’(u) #0 naziva izvodnica, a krivulja €, kojoj je a =5(u) za svaki
u € | vektorska jednadzba, se naziva ravnalica (ili direktrisa) pravcaste plohe.

Primijetimo da iz uvjeta regularnosti krivulje € ... Q:E(u) proizlazi:

5'(u)¢6 zasvaki uel.

S druge strane, pravéasta ploha, zadana sa: ;((u,v) = g{(u) +V- ﬁ(u), uel, veR

je regularna ploha ako je Xu X Xy # 0 zasvaki uel, veR, stogaiz:

xo(uv)=a'(u)+v-g'u) i x(uv)=p5(u)
dobivamo:
Xox Xy =| @'(u)+v-B'(u) [xf(u)=0 zasvaki uel, veR,

Sto potvrduje da su pravcaste plohe regularne plohe.

Primjeri pravcastih ploha

(1) Cilindri¢ne (ili valjkaste plohe)

nastaju paralelnim pomakom pravca (izvodnice) duz neke krivulje € (ravnalice).

ravnalica

Najjednostavniji primjer cilindri€ne plohe je cilindar, koji je zadan vektorskom jednadzbom:

x(u,v) =(cosu,sinu,v), uel0,2z], veR
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x(u,v) = (cosu,sinu,v) = (cosu,sinu,0)+v-(0,0,1)

MR

odakle proizlazi x(u,v)=a(u)+v-B(u)

gdje je: a(u) = (cosu,sinu,0),  B(u)=(0,0,2).
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Time zaklju¢ujemo da je

(i) 5(u):(cosu,sinu,0), uel0,27] je vektorska jednadzba ravnalice cilindara
(koja je ujedno i vektorska jednadzba kruznice
U Xy- ravnini), stoga je kruznica ravnalica
cilindara;

(ii) izvodnica cilindra E(u) =(0,0,1)  je konstantan vektor (jedini¢ni vektor k), stoga iz

v-f(u)=(0,0,v) zasvaki ve R dobivamo skup
svih to¢aka na osi z, tj. cijelu os z.

Na osnovu re¢enog, imamo da se vektorska jednadzba cilindra moze pisati u obliku:

x(uv)=a(u)+v-B , uel0,2z], veR , gdjeje § konstantan vektor.
Pritom je:
Xu X Xy :[5'(u)+v-ﬁ'}<ﬁ:§'(u)xﬁ #0 zasvaki ue[0,27], veR.
0 #0
(2) Cunjaste plohe
proizvodi pravac (izvodnica), koji prolazi nekom fiksiranom to¢kom i pomice se duz krivulje €

(ravnalice).

ravnalica

ravnalica

(zatvorena krivulja)

Primjer cunjaste plohe je konus koji je zadan sa:

x(uv)=(1-v)-a(u), vzl

ili i(u,v):a(u)+v~<—gz(u)), gdjeje: B(u)=-ea(u).

Timeje  XuxXv =(1-v)a'(u)x(-a(u))=0 98

jer je: &(u)xa'(u) #0 za svaki u.



Napomenimo da je helikloid takoder pravcasta ploha.

Vektorska jednadZzba helikloida je:

x(u,v)=(u-cosv,u-sinv,b-v), u>0, veR, b=konst.

Lako se vidi da je helikloid regularna ploha, jer je:

P

—u-sinv u-cosv

Rotacione plohe

nastaju rotacijom neke regularne krivulie ~ C ... &(u) :(0, f (u),g(u)), uel

(gdje je I neprazan interval u skupu realnih brojeva te je f (u) >0) oko z osi.

Vektorska jednadzba rotacione plohe:

x(u,v)=(f (u)-cosv, f (u)-sinv,g(u)), uel, ve[027]

z Lako se pokazuje da su rotacione plohe regularne
plohe. Naime, iz

Xu(u,v)=(f'(u)-cosv, f'(u)-sinv,g'(u))

xv (u,v)=(=f (u)-sinv, f (u)-cosv,0)

proizlazi:
i j k
xux Xy =| f'(u)-cosv f'(u)-sinv g'(u)
P, —f(u)-sinv f(u)-cosv 0

-~ odnosno:

Xux Xy = f (u)-(—g'(u)-cosv,—g"(u)-sinv, f '(u))=0.

k
XuxXy=| COSV sinv. 0 |=(b-sinv,—b-cosv,u)=0.
b
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