3.7 Glavne zakrivljenosti, Gaussova (totalna) i srednja zakrivljenost

Prije nego li definiramo glavne zakrivljenosti i glavne smjerove podsjetiti ¢emo se najprije Sto
su svojstvene vrijednosti 1 svojstveni vektori nekog operatora tj. matrice (vidi Dodatak).

Podsjetimo se, simetriénom linearnom operatoru S, : T,M — T,M (propozicija 3.5.5) pridruZena je

simetri¢na kvadratna matrica drugog reda S, = (IP )_] -II,, pri Cemu je

S :l{ gnbi—guby, gnb,—8,by j|
! g | &iby—8ub gibyn—g,b,
Iz svojstva simetri¢nosti matrice S, proizlazi g,b,—g,b,=g,b,—g,b, |, stoga ¢emo u
nastavku pisati:
szl.{ gnbi—8,b, g.b,—-g,b, j| . (154)
g | &iby—8ub, 81b,-8nb,
Lako se vidi da je trag matrice S, dan sa:
l‘rSPzg]]b22_2g12b12+g22b” (155)
g
te da je:
b
dets, =2 | (156)
g

gdieje b=b,by—b),, g=g, &, g, (korolar3.6.6).

Odredimo sada svojstvene vrijednosti 1 svojstvene vektore simetri€éne matrice S, .
Uoc¢imo da svojstveni vektori matrice S, su tangencijalni vektori iz tangencijalnog vektorskog
prostora T,M .

Dakle, primjenom teorema 1 (iz Dodatka) proizlazi da simetricna kvadratna matrica S, (drugog
reda) ima dvije razliGite realne svojstvene vrijednosti k (P) i k,(P), kojima korespondiraju dva

medusobno ortogonalna svojstvena vektora f,(P) i f, (P) iz prostora T,M.

Jasno, pritom je:
S,-f,(P)=k,(P)-f;(P), i=12.

Time je karakteristicna jednadzba zapravo kvadratna jednadzba oblika

(k(P)) ~trS, -k(P)+detS, =0 |, (157)
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&iji se korijeni &, (P) i k, (P) izraGunavaju po formuli

rS, +(tr S, ) —4-detS
(=Sl ) A0S,

Primijetimo da je:
k (P)+k,(P)=trsS,,

(158)
k, (P)-kz(P) =detS,,
stoga primjenom izraza (155) 1 (156) dobivamo:
k (P)+k (P) _8u by, =28, b, +8» by
1 2
g
(159)

6(P) 4 ()=

gdje je b:bllb22_b122’ 8 =& gzz_glzz-

Definicija 3.7.1

Svojstvene vrijednosti k (P) i k,(P) simetri¢ne kvadratne matrice S, nazivaju se glavne

zakrivljenosti, a njima korenspondirajuéi svojstveni vektori f, (P),f, (P) € T,M nazivaju se glavni

smjerovi.

Iz prethodno navedenog proizlazi da su glavni smjerovi medusobno ortogonalni. Jasno, glavni
smjerovi nuzno ne moraju biti jedinicni vektori.

Oznatimo sa e (P) i e,(P) jedini¢ne glavne smjerove u tocki P regularne plohe M, tj. neka je

Tada je {E(P),%(P)} ortonormirana baza prostora T,M u totki PeM (jerje ‘E(P)‘:l,

&(P)[=1, &(P) Ley(P)).

Dakle, dobili smo novu bazu prostora T,M, koja je razapeta medusobno ortogonalnim jedini¢nim
glavnim smjerovima, stoga ¢e se u nastavku bilo koji tangencijalni vektor Ve T,M prikazivati u

obliku linearne kombinacije jedini¢nih glavnih smjerova ei(P) 1 ej(P).
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Definicija 3.7.2
Produkt glavnih zakrivljenosti naziva se Gaussova zakrivljenost 1 oznacava sa K, a

aritmeticka sredina glavnih zakrivljenosti naziva se srednja zakrivljenost 1 oznacava sa H.

Komentar 3.7.3
Uzimaju¢i u obzir definicije 3.7.1 13.7.2 kao 1 identitete (158), (159) dobivamo:

K =detS,, H:%-trSP (160)
odnosno
b
K=— (161)
g
H:g]]b22_2g]2b]2+g22b]] (162)
2g
gdje je: b=0b, b, _blzza g8=818» _g122 .
Koriste¢i (160) dobivamo da se karakteristicna jednadzba (157) moZe pisati u obliku:
(k(P)) —2H-k(P)+K =0 |, (163)

odakle proizlazi da su glavne zakrivljenosti & (P) i k,(P) korijeni (tj. rjeSenja) karakteristi¢ne

jednadzbe (163).
Pritom se Gaussova zakrivljenost izraCunava primjenom formule (161), a srednja zakrivljenost
primjenom formule (162).

Podsjetimo se da je:

g”:;cu(u,v)-;cu(u,v), gn:;cu(u,v)-;cv(u,v), g22:xv(u,v)-;cv(u,v),

8=818n»n _g122 te da je

(;cu (u,v),x (u,v),;cw (u,v)) ,

L
Jeg
b, :ﬁ(}u (u,v), %0 (14, V), Xuv (u,v)) :
1
T

(;cu (u,v),x, (u,v),;cw (u,v)) .
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Propozicija 3.7.4 (Eulerova formula)
Neka je {E(P),%(P)} ortonormirana baza prostora T,M , pri ¢emu u svakoj to¢ki P regularne
plohe M (jedini¢nim) glavnim smjerovima E(P) korenspondiraju glavne zakrivljenosti &, (P) ,

i=1,2. Tada za svaki jedini¢ni tangencijalni vektor ¥ =cos@-e,(P)+sin8-e,(P) vrijedi:

I, (V,V)=k (P)-cos’ 6 +k, (P)-sin’ 0 (164)
odnosno
+ x(s)=k (P)-cos’ @ +k, (P)-sin’ 6, (165)

gdje je 0 e[0,27)
Dokaz:
Prije nego li dokazemo danu propoziciju uo¢imo
(1) ako je {E(P),%(P)} ortonormirana baza prostora T,M, onda se svaki jedini¢ni tangencijalni

vektor ¥ € T,M moze prikazati u obliku

V =cos6-e (P)+sin@-e, (P),

gdieje 0=«(e,(P).V) (4. 0[0,27));

e,(P) V eT,M
0

-

Pl a(p)

(2) 1z pretpostavke propozicije proizlazi
Sp(e:(P)) =k, (P)-¢,(P), i=12 (166)

gdje je S, : T,M — T,M linearan i simetri¢an operator (propozicija 3.5.5).
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Koristeci definiciju 3.6.1, svojstvo linearnosti operatora S, 1 identitete (166) dobivamo:
I, (17,17):SP(I7)-I7:SP (cos@-g](P)+sin9-g(P))-(cos@-eﬁ(P)+sin9-€(P))
= (cos@-SP (E(P)) +sin@-S, (Q(P))) -(cos@ ¢ (P)+ sin@-g(P))

=(cos0-k,(P)-¢ (P)+sin0-k, (P)-e, (P))-(cos0-¢, (P)+sin0-¢, (P))

(
(P)-eT(P)+(sin9-c059-kl (P)+sin9-cos@-k2(P))-E(P)-ej(P)

%/—/ %/—/
— =0

odnosno
1, (17,17) =k, (P)-cos’ @ +k,(P)-sin* 0

Sto dokazuje identitet (164).

Identitet (165) direktno proizlazi iz identiteta (164), pri ¢emu se koristi prethodno dokazan identitet
(151), prema kojemu je ~ + y(s)=1I, (17,17) za svaki V e T,M .

Identiteti (164) 1 (165) nazivaju se Eulerovim formulama.

Korolar 3.7.5

Glavne zakrivljenosti &, (P) 1k, (P) su ekstremne zakrivljenosti (tj. minimalna 1 maksimalna
zakrivljenost) od svih zakrivljenosti normalnih presjeka regularne plohe M u nekoj to¢ki Pe M.
Drugim rijec¢ima, vrijedi

k(P)<ty(s)<k(P) ili K (P)<Ey(s)<k (P). (167)
Dokaz:

Uogimo da iz identiteta +y(s)=1I, (17,17) za svaki ¥V € T,M proizlazi da zakrivljenost
)((s) normalnog presjeka (regularne plohe M u to¢ki Pe M) ovisi o tangencijalnom vektoru
VeT,M.

Naime, u ovisnosti o izboru tangencijalnog vektora iz prostora T,M dobivaju se razli¢iti normalni

presjeci regularne plohe M, kojima je zakrivljenost jednaka drugoj fundamentalnoj formi odabranog

tangencijalnog vektora iz T,M .
Dokazimo sada da vrijedi identitet &, (P) <+ y(s) <k, (P).
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Pretpostavimo da su &, (P) i k,(P) glavne zakrivljenosti takve da je & (P)<k,(P). Tada je

kz(P)—kl(P)ZO ili k,(P)—kz(P)SO. (168)
Uzimaju¢i u obzir Eulerovu formulu (165):

+x(s)=k;(P)-cos’ 0 +k,(P)-sin’@, zasvaki 0€[0,2r)
dobivamo:
i;((s):k](P)-(l—sin29)+k2(P)-sin29
odnosno
+x(s) =k (P)+(k,(P)=k (P))-sin* @ >k (P), (169)

%/—/ )
>0 0<sin” 6<1

>0

pri cemu se koristilo svojstvo (168). Analogno se iz Eulerove formule (165) dobiva

+x(s)=k (P)-cos’ O +k, (P)-(l—cos2 9)
odnosno
+x(s) =k, (P)+(k (P)—k, (P))- cos’ 6 <k, (P), (170)

[N —— 2
20 0<cos” 0<1

<0

pri cemu se koristilo svojstvo (168). Dobili smo:

kl(P)Si)((s)Skz(P).

Analogno gore navedenom dokazuje se da vrijedi k, (P) <+ y(s) <k, (P) uz uvjet k,(P) <k (P).
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