3.8 Glavne krivulje zakrivljenosti (crte krivine). Asimptotska krivulja

Ponovimo, svojstvenim vrijednostima (glavnim zakrivljenostima) k, (P) i k,(P) operatora
S, : T.M — T,M korenspondiraju jedini¢ni svojstveni vektori (glavni smjerovi) ej(P) i ej(P), $to

se zapisuje u obliku:

gdicje |e, (P)=1, |e;(P)|=1, e/(P)Le,(P) (4. e(P)-e,(P)=0), & (P).e,(P)eT,M,

stoga je {El(P),ez(P)} ortonormirana baza prostora T,M u to¢ki Pe M.

Simetri¢nom linearnom operatoru S, :T,M — T,M pridruzena je simetri¢na kvadratna matrica
(drugog reda)

S :i{ gZZbll_ngblZ 911b12_912b11 }
" g (S PP blz_glz b11 O, b22_ng b12

Ako k,(P) i k,(P) promatramo kao svojstvene vrijednosti matrice S,, kojima korenspondiraju

e, (P) i ej(P) jedini¢ni svojstveni vektori (matrice S, ), onda je:

Definicija 3.8.1
Krivulja na plohi M naziva se glavna krivulja zakrivljenosti ili crta krivine ako u svakoj
tocki te krivulje je vektor tangente (tj. jedinicni vektor tangente) glavni smjer (tj. jedinicni glavni

smjer).

Komentar 3.8.2
Uoc¢imo da glavne zakrivljenosti i glavni smjerovi (tj. jedini¢ni glavni smjerovi) ovise o izboru

tocke na regularnoj plohi M ... x(u,v)=(x(u,v),y(u,v),z(u,v)).
U suglasnosti s definicijom 3.8.1 zaklju¢ujemo da u bilo kojoj tocki P = ;((u,v) regularne plohe M

postoje dvije familije krivulja takvih da je svaka krivulja iz jedne familije ortogonalna na neku
pripadnu krivulju iz druge familije.
Jasno, krivulje iz objih familija su glavne krivulje zakrivljenosti (koje se nazivaju i crte krivine),

stoga zaklju¢ujemo:
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# u svakoj to¢ki P regularne plohe M postoje dvije familije glavnih krivulja zakrivljenosti
koje tvore ortogonalnu mrezu na plohi M, pri ¢emu u svakoj tocki P (jedini¢ni) vektor

tangente na pripadnu glavnu krivulju zakrivljenosti je (jedini¢ni) glavni smjer - slika 31.

((P).&;(P)) VPeM

je ortonormirana baza
prostora T,M

slika 31

» Podsjetimo se, u bilo kojoj tocki P regularne plohe M na prirodan na¢in mozemo konstruirati
parametarsku mrezu (tj. koordinatnu mrezu), koja je sastavljena od familija u i v krivulja. Pritom

u svakoj tocki P vektor tangente na pripadnu u ili v krivulju je odgovarajuca parcijalna derivacija

vektorske jednadzbe x = x(u,v) plohe M - slika 32.

{Xu (u,v),iv(u,v)} VPeM

je baza prostora T,M

(p:A((;(u(u,v),;(v(u,V)),

gdje je ¢ (0, 7)

slika 32
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Primijetimo da u opéem slucaju parametarska mreza nije ortogonalna mreza, ali isto tako da
postoje regularne plohe (ravnina, cilindar, heliks, ...) za koje vrijedi da im je parametarska

mreza ortogonalna.

Prirodno se namecu sljedeca pitanja.

(1) Koji uvjet mora vrijediti da bi parametarska mreza na regularnoj plohi M bila ortogonalna

mreza?

(2) Koji uvjet mora vrijediti da u i v krivulje budu glavne krivulje zakrivljenosti?

Neka je regularna ploha M zadana vektorskom jednadzbom X = ;((u, V).
(1) svaka u krivulja biti ¢e ortogonalna na odgovarajuc¢u v krivulju ako i samo ako je

Xu(u,v)-%v(u,v)=0, odnosno  xu(u,v)Lx (uv) zasvaki (uv)eU.

Nadalje, koristeci definiciju 3.3.6, zaklju¢ujemo:
xu(u,v) Lxv(u,v) akoisamoakoje g, =0

zasvaki (u,v) e U< R?, gdje je U podrugje definicije funkcije X.

(2) Primjenom definicije 3.8.1 proizlazi da ¢e u i v krivulje biti glavne krivulje zakrivljenosti
ako i samo ako su pripadni vektori tangenti tj. iu(u,v) i iv(u,v) ujedno glavni smjerovi.

Drugim rije¢ima, mora vrijediti:

Sp(iu(u,v)):kl(P)-;m(u,v), Sp(iv(u,v)):kZ(P)-iv(u,v), (171)
gdje su k(P), k,(P) glavne zakrivljenosti, a S,:T,M—T,M linearan i simetrican

operator. Koriste¢i teorem 1 (Dodatak) proizlazi da glavni smjerovi moraju biti medusobno

ortogonalni, stoga uz uvjet (171) mora vrijediti:

xu(U,v)-xv (u,v)=0  (ili ekvivalentno g,, =0). (172)

S druge strane, primjenom definicije 3.6.2 i identiteta (171) i (172) dobivamo:

B =5 () () =k (P) o (00) ) =0

ili ekvivalentno, primjenom svojstva simetricnosti, moZzemo pisati

by, = Xu (u,v) - Sp (X (U,v)) = Xu (U,v) -k, (P) - X (U,v) =y (P) - X (U, )Xo (u,V)

0

0.
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Time smo dobili da ¢e u i v krivulje biti glavne krivulje zakrivljenosti ako i samo ako vrijedi da je:
95, =0 [ b12 =0.

Korolar 3.8.3
Familija u- krivulja i familija v- krivulja tvoriti ¢e ortogonalnu mrezu glavnih krivulja
zakrivljenosti na regularnoj plohi M ako i samo ako vrijedi:

0,=0 i b,=0. (173)

Pritom se glavne zakrivljenosti k, (P) i k, (P) izra¢unavaju formulama:

bll b22
k(P)=-1, Kk, (P)=-2,
1( ) gll 2( ) 922

(174)
Dokaz:

Dokaz identiteta (173) dan je u gore navedenim razmatranjima pod (2).
Dokazimo sada da vrijede identiteti (174) uz pretpostavku da su u i v krivulje ujedno glavne
krivulje zakrivljenosti, tj. uz pretpostavku da vrijedi (173).

U ovom sluc¢aju imamo da se simetri¢na matrica:

S 1 |: 92 bn_glz b12 gllb.l2_912 b11 }
P

- 01192 — 9122 9, b12 — 0w bu O, bzz — 05 b12

moze pisati u obliku

SP 1 |: 922 bll 0 :|

- gll 922 0 gll b22
ili
B
S, = Ju (175)
0o P2
92

gdje je:

trs, by by (=k, (P)+k,(P)),
gll 922

dets, =20 D2 (_i (P) .k, (P)).

gll g22

Time direktno dobivamo
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Propozicija 3.8.4

Glavne krivulje zakrivljenosti su opéa rjesenja ¢, (u,v,c,)=0 i ¢,(u,v,c,)=0
. - N . [dv . (dv
pripadnih diferencijalnih jednadzbi i f(uv) i vl f,(u,v).
u 1 u 2

Pritom su dane diferencijalne jednadzbe rjeSenja (1j. korijeni) kvadratne diferencijalne jednadzbe, tj.

karakteristi¢ne jednadzbe

dv )’ dv B
(912 bzz_gzz QZ)(EJ + (glleZ — 0y bu)'(aj"'(gnbu_gu bn)_o- (176)

Cesto se kvadratna diferencijalna jednadzba (176) zapisuje u obliku:

2
(o) o
du du
O 0, 02 =0
b11 b12 bzz

ili
dv® —dudv du?
O 0:, O, |= 0 (177)
bll b12 b22

Dokaz:

Iz definicije 3.8.1 proizlazi da je glavna krivulja zakrivljenosti ona krivulja na regularnoj plohi
M. x= ;((u,v), koja u svakoj tocki plohe M ima svojstvo da je (jedini¢ni) vektor tangente jednak

(jedini¢nom) glavnom smjeru.

U suglasnosti sa prethodnim razmatranjima, ozna¢imo sa
C .. 5(t)=x(u(t)v(t))
glavnu krivulju zakrivljenosti na regularnoj plohi M. Tada je
S8'(t)=xu (u(t),v(t))-u'(t)+x (u(t),v(t))-v'(t) (178)
vektor tangente u bilo kojoj tocki P =& (t) krivulje €, stoga je &'(t) € T,M glavni smijer.

Ozna¢imo li sa E(P) ° (t)

jediniéni glavni smjer (glavnog smjera '(t)eT,M), tada

dobivamo da je
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Xa (U(8)v(1))-u"() + X (u(t) v () -v'(t)
NEEIOEID)

Pritom smo Kkoristili identitete (178) i (108). Nadalje, primjenom definicije prve fundamentalne

e(P)=

forme i fundamentalnih veli¢ina prvog reda, dobivamo:

5(p)= xu(u(t),v(t)) u'(t)+xv (u(t),v(t)-v'(t) | (179)
\/gn W (1)) +20, u'(t)- V(D) + 9z, (v'(1))

Uzimajuéi u obzir da jedinicnom glavnom smjeru é(P) korenspondira glavna zakrivljenost k (P)

koja u tocki P ima najvecu ili najmanju (ekstremnu) zakrivljenost s obzirom na sve zakrivljenosti

normalnih presjeka regularne plohe M (korolar 3.7.5), dobivamo da za glavnu zakrivljenost k (P)
vrijedi k(P)=k,(P) ili k(P)=k,(P)

i analogno ¢e za pripadni jedini¢ni glavni smjer E(P) vrijediti

e(P)=¢,(P) ili e(P)=¢,(P).

Primjenom identiteta (151) direktno proizlazi da je:

kl(P) - IIP(a(P)’gl(P))’ kz(P) = ”P(ez(P)1e2(P))’
stoga mozemo pisati:

k(P)=1,(e(P),e(P)). (180)

Nadalje, primjenom propozicije 3.6.4 na jedini¢ni glavni smjer e(P) dan identitetom (179)
dobivamo:

< o o) B (8C0) 20,0 (0) v (0) by (v(0)
”P( (P), (P))_ 911 (ul(t))z+2912ul(t)'vl(t)+922 (V'(t))

stoga se identitet (180) moze dalje pisati u obliku:

by, (u'(1))"+2b, u'(t)v'(t) +b,, (v'(1))°
0, (U'(t)) +20,u'(t)-v'(t)+ gy (V'(1))

2

k(P)= (181)
ili

by, du®+2b,, du-dv +b,, dv?
g,, du® +2g,, du-dv+g,, dv?

k(P) = (182)
du

e , V'(t)= (cjl_\t/ Primijetimo da se (182) moze dalje zapisati

ako koristimo ¢injenicu da je: U (t)
u obliku:
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dv dv Y’
b11 + 2b12 -t b22 [j
k(P)= du —\du/_ (183)

Napomena:

U proizvoljnoj tocki P=x(u,v) regularne plohe M.. x=x(u,v) imamo da su
fundamentalne veli¢ine prvog i drugog reda zapravo skalarne funkcije od dviju varijabli
koje u bilo kojoj fiksnoj tocki P, =x(U,,V,) plohe M poprimaju neku skalarnu vrijednost.
j» 1< J=12 u kontekstu identiteta (183) mogu
specijalno promatrati kao skalari, ¢ime se jednostavnije moze uociti da je glavna

Time se fundamentalne velicine g; 1 by

zakrivljenost k (P) zapravo skalarna funkcija u jednoj varijabli :—V
u

Uvedemo li oznaku V= j—:j ,

dobivamo da je izraz (183) ekvivalentan izrazu:

k( ) b,+2b, -v+h,, v

Oy +20y, - V+0y -V .
Deriviranjem izraza (184), dobivamo:

(184)

(2b12 +2b,, 'V)‘(911+2912'V+922 'Vz)_(b11+2b12 'V+b22'V2)’(2912+2922'V)
(911+2912'V+922'V2)2

2'[911 blZﬁg’m_'_ o B -V + 01, By, v 20, by 'VZM_

(911+2912 V+ 0y 'V2)2

—0, b, =095 b, V/Zgi/hlz/v 20, b, v =gy, by, v M}

(911"'2912 VH0y Vv )2

K'(P)=

odnosno:

[(912 72 g22b12) v +(gn o) gzzbn) V+(gnb12 ngbll):I.

k'(P)=
(911+2912 VHQy Vv )2

Primjenom nuznog uvjeta za egzistenciju ekstrema funkcije jedne varijable, zaklju¢ujemo da

skalarna funkcija k (P) moze imati ekstrem u tocki P jedino ako je k'(P)=0, odnosno ako je
(912 b, — O blz) v +(911 o — 02 bu) V+(gll b12 — 0O bll) =0. (185)
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Koriste¢i gore uvedenu oznaku v:j—v dobivamo da je jednadzba (185) ekvivalentna sljedecoj
u

kvadratnoj diferencijalnoj jednadzbi

dv )’ dv
(912 22 922b12) (duj (911 22 gzzbn) (Ej"_(gllbﬂ_gﬂbﬂ):o’ (186)

Cija se rjeSenja (d—vj : (d—vj dobivaju primjenom formule (za rjeSavanje kvadratne jednadzbe)
1 2

(187)

(d_vj _—bix/b2—4ac
du ), 2a
gdje je:

a= ng 22 922 b12 ! b gll 22 922 bll’ Cc= gll b12 ng bll )

Pritom su fundamentalne veli¢ine prvog i drugog reda (skalarne funkcije u varijablama u i v) dane
sa.

O = Xu (U V) X (U, V), G =Xu (U V)X (U,V), Gy = Xu (U, V)X (U,V),

=L (R (Uv), % (U)X (U — L (% (Uv), % (U)X (WY
B, = (0 () X (), s (09 = () 50 (09) o (),
_T< (u v), X (u,v)).

Time c¢e rjeSenja (j—vj i (S—Vj jednadzbe (186) biti skalarne funkcije f, (u,v), =12 u
u 1 u 2

varijablama u i v, §to mozemo zapisati u obliku:

(SL’J f,(u,v), (188)

dv
(El “1(u). (189)

Uoc¢imo da su jednadzbe (188) i (189) dvije diferencijalne jednadzbe u varijablama u i v koje
¢emo najéeScée rjeSavati metodom separacije varijabli.

Uvodenjem oznake

¢1(U’V’C1):0

za opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe (188) i analogno
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¢,(u,v,c,)=0
za opce rjeSenje diferencijalne jednadzbe (189) dobivamo da su opca rjeSenja ¢ (u,v,c,)=0 i
@, (u,v, cz) =0 ujedno implicitne jednadzbe pripadnih dviju familija krivulja na regularnoj plohi M.
Pritom svaka krivulja (iz danih dviju familija) ima svojstvo da je jedini¢ni vektor tangente u svakoj
njenoj tocki zapravo jedini¢ni glavni smjer, stoga su ¢ (u,v,¢;)=0 i ¢,(u,v,c,)=0 jednadnadzbe

glavnih krivulja zakrivljenosti. Time je propozicija dokazana.

Definicija 3.8.5

Netrivijalan tangencijalni vektor V e T,M (\7 - 6) naziva se asimptotski smjer ako je
I, (V.V)=0.

Za neku krivulju na regularnoj plohi M kazemo da je asimptotska krivulja ako je u svakoj

njenoj tocki vektor tangente ujedno asimptotski smijer.

Komentar 3.8.6

Podsjetimo se, identitet + ;((s): I, (\7 ,V) se interpretira da je zakrivljenost normalnog

presjeka regularne plohe M u bilo kojoj njenoj tocki P jednaka drugoj fundamentalnoj formi vektora

tangente Ve T,M na normalni presjek u danoj tocki P.

Pritom u tocki PeM), vektor V e T,M zajedno sa vektorom ﬁ(P) razapinje ravninu 7z~ u kojoj

lezi normalni presjek regularne plohe M (vidi definiciju 3.4.6).

Primjenom definicije 3.8.5 proizlazi da je asimptotska krivulja zapravo normalni presjek plohe M
(parametriziran po svom prirodnom parametru s) koji ima svojstvo da mu je zakrivljenost jednaka

nuli u svakoj njegovoj tocki.

Pravac je najjednostavniji primjer asimptotske krivulje.

Propozicija 3.8.7
Diferencijalna jednadzba asimptotske krivulje dana je sa:

b,-du®+2b,-du-dv+b,, -dv’ =0. (190)
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Dokaz:

Pretpostavimo da je asimptotska krivulja £ parametrizirana vektorskom jednadzbom
5(s)=x(u(s).v(s))

po njenom prirodnom parametru je s. Tada je ‘@'(S) ‘:1, pri ¢emu je sa

9'(s)=xu (u(s),v(s))-u'(s)+x(u(s).v(s))-v'(s) (191)
dan jedini¢ni vektor tangente u bilo kojoj tocki P = 3(5) asimptotske krivulje C .
Primjenom definicije 3.8.5 proizlazi da u svakoj tocki P asimptotske krivulje € je jedini¢ni vektor
tangente &'(s) e T,M ujedno asimptotski smijer, §to povlaéi da je
I, (9(s),9'(s))=0. (192)
Primjenom propozicije 3.6.4 na jedini¢ni tangencijalni vektor @'(s) e T,M dan identitetom (191)
dobivamo:
. IRY: . . Y
IIP(S (s),$ (s))zbu-(u (s)) +2by,-u'(s)-v'(s)+hy,-(v'(s)) ",
stoga jednadzbu (192) mozZemo pisati u obliku

2

by, - (u'(s)) +2by, -u'(s)-v'(s) +b, - (v'(s)) =0. (193)

Koriste¢i identitete u'(s)= (;—u, v'(s)= % dobivamo da se diferencijalna jednadzba (193) moze
S S

du’ du dv dv)’
bll(dsj +2b12'ds'ds+b22(dsj =0 / -(dS)Z

-du®+2b,-du-dv+b,, -dv>=0.
1 2 22

zapisati u obliku:

ili krace:

Napomena:
Implicitna jednadzba familije asimptotskih krivulja na regularnoj plohi M dobiva se iz opceg

rjesenja diferencijalne jednadzbe (190) asimptotske krivulje.

Primijetimo da iz Eulerove formule (165) (propozicija 3.7.4) proizlazi da je jednadzba asimptotskih

krivulja dana sa:
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k (P)-cos’@+k,(P)-sin?6=0, 6e[0,2r) (194)
gdje su k, (P) i k,(P) glavne zakrivljenosti u bilo kojoj tocki asimptotske krivulje €.
Definicija 3.8.8
KaZzemo da je regularna ploha M minimalna ploha ako u svakoj njenoj toc¢ki je srednja
zakrivljenost H jednaka nuli.

KaZemo da je regularna ploha M ploha s konstantnom zakrivljeno$¢u ako u svakoj njenoj tocki je

Gaussova zakrivljenost K konstantna.

Lako se moze dokazati da je sfera regularna ploha koja u svakoj svojoj tocki ima konstantnu

Gaussovu zakrivljenost. Time je sfera ploha s konstantnom zakrivljenoscu.

Definicija 3.8.9

Kazemo da je neka fiksna tocka P, regularne plohe M kruZna (pupcdasta ili ombolicka)
to¢ka ako je k, (P,) =k, (P,).

Pritom su k, (P,) i k,(P,) glavne zakrivljenosti u tocki P, e M

# S obzirom na korolar 3.7.5, gdje smo pokazali da vrijedi k (P)<z=y(s)<k,(P) ili
k,(P)<%x(s)<k,(P) (pri Gemu je x(s) zakrivljenost normalnih presjeka) proizlazi da za
kruzne tocke P, na plohi M vrijedi:

gdje je k(Po) = kl(PO) =k, (Po) .

Specijalno, ako je k(P,) =0, onda tocku P, nazivamo to¢kom spljostenosti regularne plohe M.

# U tocki spljostenosti je zakrivljenost normalnog presjeka jednaka nuli.
Nadalje, iz x(s)= IIP(\7,\7):O proizlazi da je tangencijalni vektor V e T, M u tocki
spljostenosti P, asimptotski smjer.

Dakle, u svakoj tocki spljostenosti (regularne plohe M) je vektor tangente ujedno asimptotski smjer.

Definicija 3.8.10

# Kazemo da je P, paraboli¢ka tocka regularne plohe M ako je Gaussova zakrivljenost K u toj

tocki jednaka nuli, pri ¢emu tocka P, nije tocka spljoStenosti.
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Drugim rje¢ima, totka P, je parabolicka tocka ako je k;(P,)-k,(P,)=0, pri ¢emu glavne

zakrivljenosti k; (P,) i k, (P,) nisu istovremeno jednake nuli.

’d

KaZemo da je P, elipti¢ka toCka regularne plohe M ako je Gaussova zakrivljenost u toj tocki

strogo pozitivna, tj. ako su glavne zakrivljenosti k, (P,) i k, (P,) istog predznaka.

Kazemo da je P, hiperboli¢ka to¢ka regularne plohe M ako je Gaussova zakrivljenost u toj

tocki strogo negativna, tj. ako su glavne zakrivljenosti k, (P, ) i k, (P,) suprotnog predznaka.
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