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I. GRUPE

1. Definicije i osnovni pojmovi

1.1. Binarna operacija. Neka je GG neprazan skup. Binarna operacija na skupu G je
svako preslikavanje (funkcija) iz Kartezijevog produkta G'x G u G. Uobicajeno je kao oznaku
binarne operacije koristiti simbole (npr. *, +, -, o,...), a ne slova koja se inace koriste kao
oznaka za funkcije (npr. f, g,...). Kako bismo naglasili da se radi o nekoj opéenitoj operaciji,
mi ¢emo za pocetak koristiti oznaku * (kasnije ¢e se radi kratkoce to pretvoriti u -). Dakle,
binarna operacija * je preslikavanje (funkcija)

x:GxG—G.
Vrijednost binarne operacije * na uredenom paru (g1, g2) € G X G oznac¢avamo
g1 * g2,

umjesto *(gi1,g2) $to bi inace bilo uobicajeno za funkcije. Po definiciji binarne operacije,
vrijednost g; * go je takoder element iz skupa (. Stoga cesto, kao sinonim za binarnu
operaciju, kazemo da je skup G zatvoren obzirom na operaciju *.

1.2. Grupoid. Neka je G neprazan skup. Neka je x operacija na skupu G za koju vrijedi

(GO) g1 * go € G za svaki g1,¢92 € G.
Tada uredeni par (G, *) skupa i operacije zovemo grupoid. Ako je jasno o kojoj se operaciji
radi, cesto krac¢e kazemo da je G grupoid.

Svojstvo (GO) nije nista drugo nego uvjet iz definicije binarne operacije. Stoga se to
svojstvo naziva zatvorenost. Zapravo, svaki neprazan skup na kojem je definirana binarna
operacija tvore grupoid.

1.3. Polugrupa. Neka je G neprazan skup. Neka je % operacija na skupu G za koju
vrijedi

(GO) g1 * g2 € G za svaki g1, 92 € G,

(G1) (g1 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3) za svaki g1, g2,93 € G.
Tada uredeni par (G, *) zovemo polugrupa. Kao i kod grupoida ¢esto se kaze samo G je
polugrupa, kad je jasno o kojoj se operaciji radi.

1.4. Asocijativnost. Svojstvo (G1) zove se asocijativnost operacije *. Stoga je po-
lugrupa zapravo grupoid u kojem vrijedi asocijativnost. Svojstvo asocijativnosti (G1) je
napisano za tri elementa iz G. Ono pokazuje da ima smisla pisati g; * g * g3, jer neovisno o
tome gdje stavimo zagrade dobit ¢emo isti element iz G.

Matematickom indukcijom moze pokazati da iz (G1) slijedi da za proizvoljan prirodni
broj n ima smisla pisati g; * go * ... % g,. Tocnije, taj izraz ne ovisi o tome gdje stavimo
zagrade da bi ga izracunali.
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1.5. Monoid. Neka je G neprazan skup. Neka je % operacija na skupu G za koju vrijedi
(GO) g1 * g2 € G za svaki g1, 92 € G,
(G1) (g1 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3) za svaki g1, 92, 93 € G,
(G2) Postoji e € G takav da vrijedi ex g = g*x e = g za svaki g € G.
Tada uredeni par (G, %) zovemo monoid. Kaze se samo da je G monoid, kad je jasno o kojoj
se operaciji radi.

1.6. Neutralni element. Element e € G za koji vrijedi svojstvo (G2) zove se neutralni
element. Dakle, monoid je zapravo polugrupa u kojoj postoji neutralni element. Lako se
pokazuje da ako u polugrupi postoji neutralni element, onda je on jedinstven. Zaista, kad
bi postojala dva neutralna elementa e; i es, onda bi po svojstvu (G2) vrijedilo

e1xg=g*e =g zasvaki g € G,

€ak g=g*ey = ¢ zasvaki g € G.
Ali tada bi vrijedilo
€1 = €1 * €3 = €2,

v sto pokazuje da su ta dva neutralna elementa zapravo jednaki. Pritom, prva jednakost
e; = ey *ey vrijedi zato Sto je es neutralni element, pa se e, kao element iz G ne promjeni kad
napravimo operaciju * s ey. Sli¢no, druga jednakost vrijedi zato Sto je e; neutralni element.

Kako smo sad vidjeli da svaki monoid ima jedinstveni neutralni element, ¢esto koristimo
oznaku e umjesto e kad je potrebno naglasiti monoid u kojem je e neutralni element.

1.7. Grupa. Neka je G neprazan skup. Neka je * operacija na skupu G za koju vrijedi
(GO) g1 * go € G za svaki g1, 92 € G,
(G1) (g1 % g2) * g3 = g1 * (g2 * g3) za svaki g1, g2, g3 € G,
(G2) Postoji e € G takav da vrijedi e x g = g x e = g za svaki g € G,
(G3) Za svaki g € G postoji g~* € G takav da vrijedi g*x g7 ' =g 1 *xg=e.
Tada uredeni par (G, *) zovemo grupa. Kaze se kratko da je G grupa, kad je jasno o kojoj
se operaciji radi.

1.8. Inverzni element. Za svaki g € G, element g~!, ¢ije postojanje osigurava svojstvo

(G3), zovemo inverzni element od g ili krace inverz od g. Dakle, grupa je zapravo monoid u
kojem svaki element ima svoj inverz. Pokazuje se da je u monoidu inverz svakog elementa
jedinstven, ako postoji. Zaista, pretpostavimo da u monoidu postoje dva inverza g; i g
nekog elementa ¢g. To znaci da vrijedi

g*h =0 *g=¢,
g*x o= Qo *g=¢.
Tada vrijedi
G=g1xe=g1%(9%9g2) = (91 %9) % g2 = €% g2 = g,
pri ¢emu smo koristili svojstvo neutralnog elementa, asocijativnost, te pretpostavku da su
g1 1 g2 inverzi od g. Time smo pokazali da je g1 = g2 pa je inverz jedinstven.

Iz jedinstvenosti inverza svakog elementa slijedi i ¢injenica da je inverz inverza od g
jednak g, odnosno
) ' =g
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Naime, svojstvo (G3) moZemo shvatiti i kao definiciju inverza od g~1. To svojstvo kaze da
je g inverz od g~!, pa jedinstvenost inverza daje tvrdnju.
Jedinstvenost inverza pokazuje da vrijedi formula

(g1xg2) " =g5" % g

za invertiranje produkta, gdje su g1, g2 € G. Zaista, desna strana te jednakosti zadovoljava
definiciju inverza od ¢, * go jer

(gr+g2) (2" % 91") = (92" *g1") % (g1 % g2) = e,
pa zbog jedinstvenosti inverza mora vrijediti jednakost. Ova formula se poopcava na inver-
tiranje konanih produkata, sto se moze lako dokazati bilo direktno bilo matematikom induk-
cijom.
Neutralni element je sam sebi inverz jer e * e = e, pa po definiciji inverza e™* = e.

1.9. Komutativnost. Svojstvo komutativnosti
g1 % g2 = g2 * g1 za svake g1, g2 € G,

moze biti ispunjeno u svakoj od dosad definiranih algebarskih struktura (grupoid, polugrupa,
monoid, grupa). Ukoliko neka od tih struktura ima svojstvo komutativnosti, onda se naziva
komutativna. Tako govorimo o komutativnom grupoidu, komutativnoj polugrupi, komuta-
tivnom monoidu, komutativnoj grupi. U slucaju grupe, cesée se koristi izraz Abelova grupa
kao sinonim za komutativnu grupu.

1.10. Potencije. Neka je (G, *) grupa. Za svaki cijeli broj n € Z, definiramo potenciju
g" elementa g € G na sljedeéi nacin. Ako je n pozitivan

gt =g*xgx...%q,
W
gdje n puta oznacava da se u izrazu na desnoj strani g pojavljuje n puta (dakle izvrsi se
n — 1 operacija). Ako je n = 0, onda stavimo
P =e
gdje je e neutralni element. Ako je n negativan

1*g_1>|<...>|<g_1,

J/

g" =g

|n| puta
gdje je ¢! inverz od g, a |n| oznacava apsolutnu vrijednost. Uoc¢imo da ove definicije imaju

smisla jer vrijedi asocijativnost, pa zagrade na desnoj strani nije potrebno pisati.

1.11. Svojstva potencija. S ovako definiranim potencijama u grupi ra¢una se donekle
na isti nacin kao i s uobic¢ajenim potencijama realnih brojeva. Razlika je u tome Sto u
grupi ne mora vrijediti komutativnost pa neke formule ne vrijede. Sljedeée formule vrijede
u proizvoljnoj grupi:
gtk g™ = g"""™ za svaki g € Gin,m € Z,
(") =g"" zasvaki g € Gin,m € Z,

gdje su zbrajanje i mnozenje u eksponentima uobicajene operacije na cijelim brojevima.
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Medutim, formula (g; * g2)™ = ¢} * gy ne vrijedi za nekomutativne grupe. Kao vrlo
jednostavan zadatak ¢itaocu ostavljamo da dokaze da je grupa komutativna ako i samo ako

vrijedi (g1 * g2)? = g% * g3.

1.12. Red grupe, red elementa. Neka je (G, *) grupa. Ako je kardinalni broj (broj
elemenata) skupa G konacan, onda se taj broj naziva red grupe i grupu zovemo konacna
grupa. Ako je kardinalan broj skupa G beskonacan, onda takvu grupu zovemo beskonacna
grupa i tada je red grupe beskonac¢an. Oznaka za red grupe je |G|.

Neka je g € G. Ako postoji pozitivan prirodni broj n takav da vrijedi ¢" = e, onda
se najmanji takav n zove red elementa g. Ako takav n ne postoji, onda kazemo da je red
elementa g beskonacan.

U istoj grupi moze (ali ne mora) biti elemenata razli¢itog reda, i kona¢nog i beskona¢nog.
Neutralni element je uvijek jedini element reda 1. U kona¢nim grupama svi elementi su
konanog reda, jer u njima u nizu potencija g", n € N, zbog konacnog broja elemenata, mora
biti ponavljanja. Stoga postoje m,l € N takvi da je m > [ i vrijedi ¢™ = ¢'. Na obje strane
ove relacije dodamo operaciju * s g~!, pa po svojstvima potencija slijedi ¢™~! = e, odnosno
g je konacnog reda.

1.13. Podgrupe. Neka je (G, ) grupa i neka je H neprazan podskup od G. Tada
kazemo da je H podgrupa od G ako je H grupa uz istu operaciju * kao i u grupi GG, odnosno
(H, *) zadovoljava svojstva (GO0)—(G3) iz definicije grupe. Oznaka za podgrupu je H < G ili
preciznije (H,*) < (G, *).

Uoc¢imo odmah da neka svojstva nije potrebno provjeravati. Na primjer, ako asocijativ-
nost (svojstvo (G1)) vrijedi za sve elemente Citave grupe G, onda ¢e sigurno vrijediti i za
sve elemente iz podskupa H. U ovakvoj situaciji kazemo da se svojstvo asocijativnosti u H
naslijeduje iz grupe G. Komutativnost se takoder uvijek naslijeduje. Sto se tice postojanja
neutralnog elementa (svojstvo (G2)), ako se neutralni element e grupe G nalazi u podskupu
H, onda ¢e e imati svojstvo neutralnog elementa i u H. S druge strane, zatvorenost (svojstvo
(G0)) i postojanje inverza (svojstvo (G3)) se ne naslijeduju.

Svaka grupa G je podgrupa same sebe. Takoder, jednoclani skup {e}, koji sadrzi samo
neutralni element, je podgrupa u svakoj grupi. Ove dvije podgrupe se nazivaju trivijalne
podgrupe jer su one podgrupe u svakoj grupi. Sve podgrupe neke grupe koje nisu trivijalne
nazivaju se netrivijalne podgrupe. Podgrupa koja ¢ini pravi podskup grupe naziva se prava
podgrupa. Dakle, prave podgrupe grupe G su sve podgrupe osim nje same.

1.14. Teorem (kriterij za podgrupe). Neka je (G, *) grupa i H neprazan podskup
od G. Tada je H podgrupa od G ako i samo ako je hy * hy ' € H za svake hy, hy € H.

DokAz. Ako pretpostavimo da je H podgrupa od GG, onda za bilo koje hy, ho € H, prema
svojstvu (G3), takoder je hy ' € H, pa zatim, prema svojstvu (GO0), vrijedi da je hyxhy' € H.
Obratno, pretpostavimo sada da je hy * h; ' € H za svake hy, hy € H. Najprije pokazimo
da je neutralni element e grupe G u podskupu H. Zaista, budué¢i da je H neprazan skup u
njemu postoji barem jedan element h € H. Uvrstimo li A i umjesto h; 1 umjesto hy u uvjet
hi* hy' € H, dobivamo
e=hxh'eH.

Svojstvo neutralnosti elementa e u H se naslijeduje iz G, pa vrijedi svojstvo (G2). Napome-
nimo da iako jo§ nismo dokazali svojstvo (G3), odnosno da je inverz h~! elementa h unutar
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podskupa H, gornji zaklju¢ak ima smisla jer u grupi G svaki element ima inverz, pa h~!
sigurno postoji unutar G.

Sljedeéi korak je upravo dokaz svojstva (G3). Sada kad smo veé pokazali da je e € H,
mozemo za proizvoljni h € H uvrstiti hy = e i hy = h u uvjet hy * h; ' € H. Time se dobije

hl=exhteH,

pa je zaista inverz od H unutar H i stoga vrijedi (G3).

Buduéi da se asocijativnost, odnosno svojstvo (G1) naslijeduje, preostaje dokazati svoj-
stvo (G0) zatvorenosti. Za proizvoljne h,h’ € H uvrstimo h; = h i hy = h'~! u uvjet
hy * hy' € H. Tada dobivamo

hh =hx (W) eH,

sto je upravo uvjet zatvorenosti.
Time smo dokazali da je H podgrupa od G provjerivsi svojstva (G0)—(G3) iz definicije
grupe. U

Ponekad je, umjesto jednog uvijeta hi * hy' € H za svake hi,hy € H, jednostavnije
odvojeno provjeriti dva uvijeta hy x hy € H za svake hy,hy € H te h™' € H za svaki h € H.
Jasno je da su ta dva uvjeta ekvivalentna uvjetu iz kriterija.

1.15. Ciklicka grupa. Neka je (G, *) grupa i neka je g € G fiksiran. Tada promatramo
skup

H={...97%¢"%g" 044 }={g"Inel}
Prema kriteriju za podgrupe, H je podgrupa od G, jer za g™, ¢' € H vrijedi

g k(g P =g""€H,

gdje su m i [ proizvoljni cijeli brojevi. Takvu podgrupu H zovemo podgrupa generirana
elementom g, a g njenim generatorom. PiSemo

H = (g).

Uoc¢imo da generator podgrupe ne mora biti jedinstveno odreden. Primjerice, g i njegov
inverz ¢! uvijek generiraju istu podgrupu {g) = (¢g~!), a nisu uvijek medusobno jednaki
(ostavljamo kao mali zadatak dokaz da je g = g~! ako i samo ako je g reda 2 ili g = e).

Grupa G se naziva ciklicka grupa ako postoji g € G za koji vrijedi G = (g). Drugim
rije¢ima, u ciklickoj grupi postoji element koji ju generira. Bududéi da je podgrupa od G koja
je generirana nekim elementom g € G ciklicka, naziva se jos i ciklicka podgrupa.

1.16. Lema. Red podgrupe (g) jednak je redu svog generatora g.

Dokaz. Ako je red generatora g beskonacan, onda medu potencijama ¢g", n € Z, nema
jednakih. Naime, kad bi vrijedilo ¢™ = ¢', za neke cijele brojeve m > [, onda bi g™ = e,
sto je u kontradikeiji s pretpostavkom da je g beskona¢nog reda. Stoga je red grupe (g)
beskonacan (i pritom prebrojiv). Ako je red generatora g jednak prirodnom broju n, onda
je

(9) ={e,9,0%....g" '},
jer je g" = e, a medu potencijama s manjim eksponentom nema jednakih. Zaista, kad bi
g™ = ¢', za neke cijele brojeve n > m > [ > 0, onda bi bilo g™ = e i pritom m — [ < n,
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a to je kontradikcija s minimalnoséu iz definicije reda elementa. Dakle, red podgrupe (g) je
jednak n, sto je upravo red od g. 0

1.17. Lema. Svaka ciklicka grupa je komutativna.

Doxkaz. Neka je G ciklicka grupa generirana elementom ¢. Dakle,

G={(g9) ={g"|n €Z}.

Tada, za m,n € Z vrijedi

gn*gm :gn+m :gm+n :gm*gn

)
sto pokazuje da proizvoljne potencije od g komutiraju, odnosno G je komutativna. Pritom
smo koristili komutativnost zbrajanja cijelih brojeva u eksponentu. U

1.18. Presjek grupa. Neka je (G, *) grupa. Neka je H;, j € J, familija podgrupa od
G, gdje je J proizvoljan skup indeksa. Tada je presjek

(4,

jeJ
takoder podgrupa od G. Drugim rijec¢ima, presjek podgrupa je opet podgrupa.

DokAz. Koristimo kriterij za podgrupe. Neka su hy, hy € Njc;H;. Po definiciji presjeka
skupova, to znaci da su hy,hy € H; za svaki j € J. Bududi da je H; podgrupa za svaki
j € J, vrijedi hihyt € H; za svaki j € J. Stoga hihyt € NjesH;, pa je prema kriteriju
tvrdnja dokazana. 0

1.19. Generiranje grupe. Dosad smo se susreli sa ciklickim grupama koje su gene-
rirane jednim elementom. Medutim, grupa opcéenito moze biti generirana s nekim skupom
svojih elemenata.

Neka je (G, %) grupa i S neprazan podskup od G. Podgrupa od G generirana skupom S
se oznacava (S) i definira kao presjek svih podgrupa od G koje sadrze skup S, odnosno

($)=) H
H<G
scH

Dakle, (S) je najmanja (u smislu inkluzije) podgrupa od G koja sadrzi skup S. Kazemo da
je S skup generatora od G.

Za grupu G kazemo da je kona¢no generirana ako postoji konacan skup S za koji G = (5).
Ciklicka grupa je u stvari grupa za koju postoji jednoclan skup koji ju generira. Naglasimo da
ova tvrdnja nije oc¢igledna, jer naSa ranija definicija ciklicke grupe ne koristi presjek podgrupa
koje sadrze jedan element grupe, ve¢ daje eksplicitan opis pomocu potencija. Dokaz da su
te dvije definicije ekvivalentne je poseban slucaj sljedece leme.
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1.20. Lema. Neka je (G,*) grupa i S neprazan podskup od G. Tada vrijedi
(S)y ={sixsa%...xs,|neEN, ;€ Silis;' €Szasvakii=1,...,n},

odnosno (S) se sastoji od svih konacénih “produkata” elemenata skupa S i njihovih inverza
(ponavljanja su dozvoljena). Posebno, ako je S = {g} jednoclan skup, onda vrijedi

{gh) ={9) ={9"In e Z}.

Doxkaz. Svaka podgrupa koja sadrzi skup S sadrzi i inverze elemenata iz S pa onda i
sve konacne produkte elemenata iz S i njihovih inverza, sto je upravo desna strana trazene
jednakosti. Stoga i presjek svih podgrupa koje sadrze S, a to je po definiciji (S), sadrzi
desnu stranu. Sada ako dokazemo da je skup na desnoj strani podgrupa od G, onda smo
dokazali tvrdnju jer podgrupa koja sadrzi S ne moze biti prava podgrupa u (S) zbog uvjeta
minimalnosti podgrupe generirane sa S.

Za dokaz da je skup na desnoj strani trazene jednakosti grupa koristimo kriterij. Neka
SU 81 %...%8, 18 *%...%s dva proizvoljna elementa desne strane. Dakle, s; € Sili s;' € S
zai=1,...ntes;eSilisi'eSzaj=1..., m Tada

(s1% ... %s,) % (s) .8 ) =815, x5, %8, % ks,
pricemus; € Silis;' € Szai=1,...,n,tes; ' €Silis,=(si") " eSzaj=1..m
Stoga je taj produkt takoder element skupa na desnoj strani, pa je prema kriteriju desna
strana jednakosti podgrupa od G, §to je i trebalo dokazati. U

1.21. Direktni produkt grupa. Nekasu (G, )1 (H,e) grupe. Promatramo Kartezijev
produkt G x H skupova GG i H. Na njemu se definira operacija x formulom
(91, h1) * (g2, h2) = (g1 * g2, b1 @ h)
za sve g1,92 € G i hy,hy € H. Tada je (G x H,*) grupa.
DokAz. Ovdje ne mozemo primijeniti kriterij jer G x H nije podskup neke grupe. Stoga
treba provjeriti svojstva (G0)—(G3) iz definicije grupe. To slijedi iz odgovarajuéih svojstava
za grupe G i H.

Za zatvorenost znamo da je g1 xga € G 1 hy e hy € H, pa je uredeni par (g; * go, h1 ® he) €
G x H. Asocijativnost se dobije iz asocijativnosti u grupama G i H, preciznije

((g1,h1) * (g2, h2)) * (g3, hs) = (g1 g2, h1 @ ho) x (g3, hs)
= ((91 * 92) * g3, (hl L hz) ° h3)
= (91 * (g2 % g3),h1 @ (hy @ h3))
= (g1,h1) x (g2 * g3, h2 ® h3)
(g1, h1) * ((g2, ha) * (g3, h3)),

za sve g1, go, g3 € G, hy, he, hgs € H. Neutralni element u G X H je e = (eg, en), gdje su eg i
ey neutralni elementi u grupama G i H, respektivno. Zaista,

(eG”eH) * (gvh) = (eG *9,€H ® h) = (97 h)>

(97 h)*<€G7€H) = (g*erh.eH) = (97 h),
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zasve g € G, h € H. Inverz (g,h)™! elementa (g,h) € G x H jednak je (¢~%, h™'), gdje su
g 'i h7!inverzi u grupama G i H, respektivno. Zaista,

(g7h) * (gil7h71) = (g *gilah. hil) = (eGaeH)a

(g7 W ) *(g,h) = (97" *g,h ™" e h) = (e, en).

2. Primjeri grupa

2.1. Aditivne algebarske strukture brojeva. Neka je N, Ny, Z, Q, R, C, redom,
skup prirodnih brojeva (to su pozitivni cijeli brojevi), skup prirodnih brojeva i nule, skup
cijelih brojeva, skup racionalnih brojeva (razlomaka), skup realnih brojeva, skup kompleksnih
brojeva. Na svim tim skupovima definiramo uobi¢ajenu operaciju zbrajanja brojeva koju
oznacavamo s +. Odredimo koju od dosad definiranih algebarskih struktura tvore ti skupovi
s operacijom zbrajanja.

Najprije uo¢imo da zbrajanjem bilo koja dva prirodna broja opet dobivamo prirodan
broj, zbrajanjem dva prirodna broja ili nule opet dobivamo prirodan broj ili nulu... Isto
vrijedi i za zbrajanje cijelih, racionalnih, realnih i kompleksnih brojeva. Dakle, svi ovi
skupovi brojeva su zatvoreni za operaciju zbrajanja, odnosno operacija zbrajanja na njima
zadovoljava svojstvo zatvorenosti (GO).

Dobro je poznato da za zbrajanje u svim ovim skupovima brojeva vrijedi asocijativnost.
Dakle, za sve ove skupove operacija zbrajanja zadovoljava svojstvo (G1).

Jedina moguénost za neutralni element za operaciju zbrajanja brojeva jest nula, jer je to
jedini broj koji ima svojstvo da zbrojen s bilo kojim brojem daje taj broj. Uo¢imo da skup
N ne sadrzi nulu. Stoga, skup N s operacijom zbrajanja zadovoljava svojstva (GO0) i (G1), ali
nema neutralni element, pa je (N, +) polugrupa. Ostali promatrani skupovi brojeva sadrze
nulu, pa je za njih svojstvo (G2) ispunjeno za zbrajanje, a neutralni element e = 0.

Jedina moguénost za inverz nekog broja obzirom na operaciju zbrajanja jest njemu su-
protan broj, jer oni zbrojeni daju nulu, Sto je neutralni element. Medutim, skup Ny ne
sadrzi negativne brojeve, pa stoga, svi njegovi pozitivni brojevi nemaju inverza. Jedini broj
u Ny koji ima inverz jest 0 i to njegov inverz je on sam. Dakle, Ny ne zadovoljava svoj-
stvo (G3) za operaciju zbrajanja, ali zadovoljava, kao sto smo vidjeli, svojstva (GO0), (G1) i
(G2), pa je (Np, +) monoid. U preostalim skupovima suprotni broj svakog broja je ponovo
u promatranom skupu. Primjerice, suprotan broj cijelog broja je opet cijeli broj, suprotan
broj razlomka je opet razlomak, i slicno za ostale skupove. Dakle, za te skupove operacija
zbrajanja zadovoljava svojstvo (G3), pa su (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) grupe.

Sve dobivene algebarske strukture brojeva su komutativne jer znamo da za zbrajanje
brojeva vrijedi komutativnost. Tako je (N, +) komutativna polugrupa, (No, +) komutativni
monoid, te (Z,+), (Q,+), (R,+), (C,+) komutativne grupe.

Sve ove grupe su beskonac¢nog reda jer imaju beskonac¢no mnogo elemenata. Takoder,
svi elementi osim neutralnog, a to je nula, su beskonac¢nog reda, jer niti jedan broj razlicit
od nule ne moze dati nulu zbrajajucéi ga samog sa sobom.

Grupa (Z,+) je ciklicka, jer primjerice, broj 1 zbrojen sam sa sobom daje sve pozitivne
cijele brojeve, a njegov inverz —1 zbrojen sam sa sobom daje sve negativne cijele brojeve,
dok je nula neutralni element. Dakle, ciklicka podgrupa generirana elementom 1 je cijela



2. PRIMJERI GRUPA 13

grupa (Z,+), odnosno

Z = (1).
Osim broja 1, generator grupe Z je i —1 kao njegov inverz. To su jedini generatori. Ostali
cijeli brojevi generiraju ciklicke podgrupe koje nisu jednake cijeloj grupi Z. Primjerice, broj
2, kao i njegov inverz —2 generira podgrupu 27 koja se sastoji od parnih cijelih brojeva, broj
3, kao i —3, generira podgrupu 3Z koja se sastoji od svih cijelih brojeva djeljivih s 3, i tako
dalje.

Moze se pokazati da su sve podgrupe grupe cijelih brojeva (Z,+) ciklicke i to oblika
mZ za neki m € 7. Zaista, trivijalna podgrupa {0} se dobije kao 0Z. Ako je H podgrupa
razlicita od {0}, onda u njoj postoji barem jedan pozitivni cijeli broj. Odaberimo m € H
kao najmanji takav broj. Kako je m € H, podgrupa mZ generirana tim m je podgrupa od
H. Pokazimo sada i drugu inkluziju, odnosno da je H podgrupa od mZ. Neka je v € H.
Zapisimo cijeli broj x u obliku x = gm +r, gdjesuq € Zir € {0,1,...,m — 1} kvocijent
i ostatak pri dijeljenju z sa m. Uoc¢imo da gm nije nista drugo nego broj m zbrojen sam sa
sobom ¢ puta. Kako je m € H, slijedi da je i gm € H. Takoder jei x € H. Dakle,

r=x—qmée H.

Ali r < m, a m je minimalni pozitivni element iz H. Stoga mora biti r = 0, pa je x = qm €
m. Time je dokazano da je podgrupa H upravo jednaka mZ.

Postavlja se pitanje sto je s oduzimanjem. Operacija oduzimanja ispunjava puno manje
svojstava nego operacija zbrajanja. Zapravo se oduzimanje moze promatrati kao dodavanje
suprotnog elementa. Primjerice, 2 — 3 = 2 + (—3) je zbroj broja 2 i inverza broja 3. Ako
se ipak pitamo koju algebarsku strukturu tvore promatrani skupovi brojeva obzirom na
oduzimanje, (N, —) i (Np, —) nisu niti grupoidi, jer oduzimanjem veceg prirodnog broja od
manjeg dobijemo negativan cijeli broj koji nije u tim skupovima. Preostali skupovi (Z, —),
(Q,—), (R,—), (C,—) jesu grupoidi, ali nista vise od toga, jer za oduzimanje ne vrijedi
asocijativnost.

2.2. Multiplikativne algebarske strukture brojeva. Promotrimo sada iste skupove
brojeva kao u prethodnom primjeru, ali uz uobicajenu operaciju mnozenja brojeva, koju
oznacavamo -. Pitamo se koje algebarsku strukture dobivamo.

Najprije uo¢imo da mnozenjem prirodnih brojeva dobivamo prirodan broj, mnozenjem
prirodnih brojeva ili nule opet dobivamo takav broj. Isto vrijedi i za cijele brojeve, razlomke,
realne te kompleksne brojeve. Stoga je za mnozenje u svim promatranim skupovima brojeva
ispunjen uvjet zatvorenosti (GO).

Isto tako, dobro je poznato da za mmnozenje brojeva vrijedi asocijativnost. Stoga svi
skupovi brojeva zadovoljavaju svojstvo (G1) za mnozenje.

Jedini moguci neutralni element za mnozenje je broj 1. Budu¢i da svi promatrani skupovi
sadrze broj 1, svi imaju neutralni element za mnozenje, pa zadovoljavaju svojstvo (G2).

Inverz za mnozenje nekog broja je njemu reciprocan broj, ali uz uvjet da je sam broj
razli¢it od nule. Naime, nula nema inverz za mnozenje jer vrijedi 0 - x = x - 0 = 0 za svaki
broj z, pa ne moze postojati broj x takav da je 0-x = x -0 = 1. Time odmah vidimo
da promatrani skupovi koji sadrze nulu ne zadovoljavaju svojstvo (G3). Jedini medu tim
skupovima koji ne sadrzi nulu jest skup prirodnih brojeva N. Ali ni on ne zadovoljava svojstvo
(G3) za mnozenje, jer primjerice inverz prirodnog broja 2 bi trebao biti njemu reciproc¢an
broj 1/2 koji ne pripada skupu N. Dakle, svi promatrani skupovi, (N, -), (No,-), (Z,), (Q,-),
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(R,-), (C,), uz operaciju mnozenja tvore monoid. Svi ti monoidi su komutativni jer znamo
da za mnozenje vrijedi komutativnost.

2.3. Grupa invertibilnih elemenata monoida. Mozemo se dalje pitati koliko su mul-
tiplikativni monoidi brojeva daleko od toga da budu grupe. Drugim rije¢ima, koji elementi
tih monoida imaju inverz za mnozenje. Opcenito se takvi elementi monoida zovu inverti-
bilni. Ako je (M, ) bilo koji monoid, skup njegovih invertibilnih elemenata se oznacava s
M*. Sto je skup M* vedi, to je M blize tome da bude grupa jer je vise njegovih elemenata
invertibilno.

Moze se opéenito pokazati da je u svakom monoidu (M, %) skup M * obzirom na operaciju
* grupa. Zaista, ako su hi, hy € M*, onda je i hy * hy € M jer je hy' x hi' € M inverz od
hy x hy. Stoga vrijedi uvjet zatvorenosti (GO) za M*. Svojstvo asocijativnosti (G1) se uvijek
nasljeduje. Neutralni element u monoidu je uvijek invertibilan jer je on sam sebi inverz.
Stoga je i svojstvo (G2) ispunjeno za M*. Na kraju, ako je h € M*, onda postoji njegov
inverz h™!' € M. Alitada jeih™t € M*, jer je h njegov inverz. Time smo dokazali da vrijedi
i svojstvo (G3). Dakle, zaista je M* grupa.

2.4. Multiplikativne grupe brojeva. Primjenimo sad tu ¢injenicu na monoide bro-
jeva obzirom na mnozenje. Za monoide (N,-) i (Np,-) jedini invertibilni element je broj 1
koji je neutralni element za mnozenje. Reciproc¢ne vrijednosti svih ostalih prirodnih brojeva
su razlomci, a ne prirodni brojevi. Stoga je u ova dva monoida grupa invertibilnih elemenata
trivijalna. Za monoid cijelih brojeva (Z, -), osim neutralnog elementa broja 1, invertibilan
jei —1 jer je i on sam sebi inverz. Ostali cijeli brojevi nisu invertibilni jer bi njihovi inverzi
trebali biti razlomci koji nisu cijeli brojevi. Dakle

z* = {1,-1}

je grupa invertibilnih elemenata u monoidu (Z, -).

U preostalim monoidima, (Q,-), (R,-), (C,-), situacija je puno bolja. U njima su svi
elementi razliciti od nule invertibilni. Zaista, ako je x # 0 razlomak, onda je njemu reciprocan
broj 1/x takoder razlomak, ako je realan broj, onda je 1/x realan, a ako je kompleksan
onda je 1/x kompleksan. Dakle, skupovi invertibilnih elemenata su jednaki Q* = Q \ {0},
R* =R\ {0}, C* =C\ {0} i tvore grupe (Q*,-), (R*,-), (C*,-) obzirom na mnozenje.

2.5. Aditivne grupe ostataka. U ovom primjeru vidjet ¢emo da postoje konacne
grupe svakog reda. Fiksirajmo jedan prirodan broj m > 2 i promatramo skup ostataka koji
se dobivaju pri dijeljenju cijelih brojeva s m. Taj skup ostataka oznacavamo sa Z,,. Dakle,

Zm ={0,1,...,m —1}.

Na tom skupu definiramo operaciju +,, zbrajanja modulo m. Ta operacija je za a,b € Z,,
definirana kao ostatak pri dijeljenju zbroja a + b s m.

Jasno je da je skup Z,, zatvoren za tu operaciju jer je po samoj definiciji rezultat
izvrSsavanja operacije ostatak pri dijeljenju s m, a to su elementi od Z,,. Stoga je ispunjeno
svojstvo (GO).

Asocijativnost operacije +,, na skupu Z,, se moze direktno provjeriti razmatrajuéi os-
tatke. Medutim, mi to sad ne¢emo napraviti jer ¢emo u sljedec¢oj sekciji vidjeti kako asocija-
tivnost, a i sva ostala svojstva grupe, elegantno slijede iz odgovarajué¢ih svojstava zbrajanja
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cijelih brojeva. Dakle, za sada uzmimo kao poznato da za +,, na skupu Z,, vrijedi svojstvo
(G1) asocijativnosti.

Kao i kod brojeva, neutralni element za zbrajanje +,, je 0. Naime, 0 je neutralni element
za obi¢no zbrajanje cijelih brojeva, a operacija +,, je definirana kao ostatak pri dijeljenju
obi¢nog zbroja s m. Stoga, ako 0 ne promijeni broj pri obi¢nom zbrajanju, onda ga ne moze
promijeniti niti pri +,,. Dakle, svojstvo (G2) je ispunjeno za operaciju +,.

Na kraju, provjerimo da svaki ostatak iz Z,, ima inverz obzirom na operaciju +,,. Ob-
zirom da je 0 neutralni element, ona je sama sebi inverz. Za ostatke vece od nula, inverz
pri obi¢nom zbrajanju bio bi suprotan broj, ali on nije inverz za +,, jer nije unutar skupa
Zp,. Ali umjesto suprotnog broja, mozemo se pitati koliko fali ostatku a # 0 iz skupa Z,,
da postane djeljiv s m. Naime, brojevi djeljivi s m daju ostatak nula pri djeljenju, a to je
upravo neutralni element. Ostatku a do m fali tocno m — a, pa vrijedi

a+m(m—a)=0

jer a + (m — a) = m. Pritom je m — a € Z,, jer smo pretpostavili a # 0. Zaklju¢ujemo da
svi elementi iz Z,, imaju inverz obzirom na operaciju +,, i on je jednak

] 0, za a = 0,
“ T m—a, za a # 0.

Dakle, ispunjeno je i svojstvo (G3). Time smo dokazali da je (Zm,, +m) grupa. Bududi da
je operacija +,, definirana preko obi¢nog zbrajanja koje je komutativno, jasno je da je i +,,
komutativna, pa je (Z,, +m,) komutativna grupa.

Grupa (Zy,, +m) je konacna i njen red je upravo jednak m. To pokazuje da za svaki
prirodan broj m > 2 postoji grupa reda m. Grupa reda 1 takoder postoji. To je trivijalna
grupa koja se sastoji samo od neutralnog elementa.

Mozemo se dalje pitati koliki je red elemenata grupe Z,,. To je najmanji broj koliko
puta moramo neki ostatak zbrojiti sam sa sobom da dobijemo broj djeljiv s m, jer taj broj
onda daje ostatak nula pri djeljenju s m, a nula je upravo neutralni element. Za nulu red
je 1 jer neutralni element uvijek ima red 1 (i to je jedini takav element). Neka je a # 0 iz
Zo. Oznacimo s d = NZD(a,m) najveéi zajednicki djelitelj od a i m. Neka je o/ = a/d i
m’ = m/d. Tada, ako a zbrojimo sam sa sobom m’ puta, dobivamo

/ m a /
m-a=—-a=m-—-=m-a,

d d
sto je djeljivo s m. Pokazimo da je m’ najmanji prirodni broj s tim svojstvom. Kad bi za
prirodni broj k < m/’ vrijedilo da je k - a djeljivo s m, onda bi dobili da je
m k-d

ka=k-d-d=k-d-—=—-m
m m

djeljivo s m. To bi znacilo da je razlomak %‘L,/ zapravo cijeli broj, odnosno m’ dijeli k - a’.
Kako su @’ i m’ relativno prosti jer su dobiveni dijeljenjem a i m s najveéim zajednickim
djeliteljem, ispalo bi da m' dijeli k. Ali to je nemogudée jer je k prirodan broj i k < m/.
Dakle, dokazali smo da je red elementa a # 0 iz Z,, jednak m’, a to je zapravo

m

NZD(a,m)’
gdje je NZ D(a, m) najveéi zajednicki djelitelj od a i m.
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Grupa Z,, je ciklicka. Naime, iz upravo dokazane formule za red elementa vidimo da je
za ostatke a koji su relativno prosti s m red jednak upravo m. To znaci da je red ciklicke
podgrupe generirane takvim ostatkom a jednak m, a to je red citave grupe Z,,. Stoga je ta
podgrupa jednaka Z,,. Dakle, vrijedi

Loy, = (@)

za svaki ostatak a relativno prost s m, odnosno takav da je NZD(a, m) = 1. Uoc¢imo da takvi
ostaci uvijek postoje jer vrijedi NZD(1,m) = 1i NZD(m — 1,m) = 1 za svaki prirodan
broj m > 2. Ako je, primjerice, m prost broj, onda su svi ostaci osim nule relativno prosti s
m, pa su svi oni generatori Citave grupe Z,,.

Promotrimo za kraj malo detaljnije slu¢aj m = 6, odnosno grupu (Zg, +¢). U njoj su
redovi elemenata sljede¢i: 0 je reda 1, 11 5 su reda 6, 2 i 4 su reda 3, te 3 je reda 2. Kako
su i sve podgrupe ciklicke grupe i same ciklicke, iz toga mozemo lako napisati sve podgrupe
grupe Zg. Neutralni element 0 generira trivijalnu podgrupu {0}, a 1 i 5 generiraju ¢itavu
grupu Zg. Elementi 2 i 4 generiraju istu podgrupu {0, 2,4} koja je, naravno, reda 3. Element
3 generira podgrupu {0, 3} reda 2.

2.6. Uvjet “dvije zvjezdice” (xx). Sad ¢emo detaljno prouciti odnos izmedu strukture
grupe na nekom nepraznom skupu i relacije ekvivalencije na tom istom skupu. Preciznije,
zanima nas moze li se, koriste¢i operaciju grupe, na neki nacin definirati operacija na no-
vom skupu koji se sastoji od klasa ekvivalencije polaznog skupa obzirom na danu relaciju
ekvivalencije.

Odgovor na to vazno pitanje daje elegantan dokaz da je (Z,,, +,,) grupa, posebno po-
kazuje asocijativnost koju smo u gornjem razmatranju preskocili. Isto tako primjenjuje se
i u proucavanju multiplikativnih algebarskih struktura ostataka u nastavku. Medutim, to
nisu jedine primjene. Nama ¢e od posebne vaznosti biti primjena na odredivanje definicije
normalne podgrupe i odgovarajuée kvocijentne grupe.

Neka je * binarna operacija definirana na nepraznom skupu G. Drugim rije¢ima, neka je
(G, *) grupoid. Neka je ~ relacija ekvivalencije na skupu G. Za g € GG, ozna¢imo s [g] klasu
ekvivalencije tog elementa obzirom na relaciju ~. Neka je G /. skup svih klasa ekvivalencije
skupa G obzirom na relaciju ~. Cilj je, na neki nac¢in, definirati ili bolje receno prenijeti
operaciju * na skup G/. klasa ekvivalencije. Jedini razuman pokusaj za to napraviti u
ovako opcenitoj situaciji jest definirati operaciju pomoc¢u predstavnika klasa. Tocnije, za
klase [g1], [g2] € G/~, pokusaj definiranja operacije *. na G/~ bio bi

[91] %~ [g2] = [91 * ga].

Pritom smo operaciju na klasama oznacili s *. da naglasimo relaciju ~ pomoc¢u koje smo
definirali klase. U primjenama kod kojih je jasno o kojoj se relaciji radi ta oznaka se ispusta
i naprosto se ponovo koristi ista oznaka x kao i za polaznu operaciju na G.

Ovaj pokusaj definiranja operacije x. na G/. nije uvijek dobar. Naime, desna strana
definicije ovisi o tome koje smo predstavnike ¢y i go za klase [g1] 1 [g2] izabrali. Moze se desiti
da se promjenom tih predstavnika na desnoj strani dobije sasvim druga klasa ekvivalencije.
To bi znacilo da [g1] *~ [¢2] nije jednoznacno definirana.

Sada ¢emo prouciti kakav mora biti odnos operacije * i relacije ~ da bi gornja definicija
operacije ., bila dobra. Pitamo se Sto se desava kad promijenimo predstavnike klasa. Neka
su ¢g; 1 g; dva predstavnika iste klase [g1], a g2 1 g5 dva predstavnika iste klase [go]. To znaci
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da je g1 ~ g] 1 g2 ~ g5. Da bi definicija operacije [g1] *~ [go] bila dobra, klasa dobivena na
desnoj strani ne smije ovisiti o odabiru predstavnika. Drugim rije¢ima, klasa [g; * go] 1 klasa
[g] * gb] moraju biti jedna te ista klasa. To znaci da mora vrijediti g1 * g2 ~ ¢} * g5. Time
smo dosli do uvjeta koji osigurava da je definicija operacije *. dobra. Taj uvjet je sljedeéi:

(*x) ako za g1, g1, g2, 95 € G vrijedi g1 ~ g1 1 g2 ~ g5, onda vrijedi i g1 * go ~ ¢ * g5.

Zbog vaznosti ovog uvjeta dajemo mu posebno ime, a to je uvjet dvije zvjezdice ili kratko
uvjet (xx) (jedna zvjezdica * je veé potrosena kao oznaka operacije).

2.7. Prenos svostava operacije na klase. Pretpostavimo sada da su na istom ne-
praznom skupu G definirane binarna operacija * i relacija ekvivalencije ~ takve da je uvjet
(x%) ispunjen. To znali da je operacija *. na skupu G/. klasa ekvivalencije dobro defini-
rana. Dakle, ako je (G, *) grupoid, onda je i (G/~, *~) grupoid. Mozemo re¢i da se svojstvo
zatvorenosti (GO) operacije * prenosi s G na G/ ..

Ispostavlja se da se i sva ostala svojstva operacije * iz definicije grupe te komutativnost
prenose s G na G/.. Ako za operaciju * na G vrijedi svojstvo asocijativnosti (G1), onda
isto vrijedi i za operaciju *. na G/. jer

([g1]*~[g2])*~ 93] = [g1%gal*~g3 = [(g1%g2)*g3] = [91%(g2xg3)] = [g1]*~[92%g3] = [g1]x~ ([g2]*~[g3])

za sve klase [g1], [g2], [g3] € G//~. Pritom smo koristili asocijativnost operacije x na predstav-
nicima klasa i formulu za operaciju *...
Svojstvo postojanja neutralnog elementa (G2) se prenosi jer vrijedi

[e] x [g] = [e x g] = [g],

[9] %~ [e] = [g * €] = [g],

za sve klase [g] € G/, gdje je [e] € G/~ klasa ¢iji predstavnik je neutralni element e € G.
Pritom smo koristili svojstvo (G2) za operaciju * i formulu za operaciju *.. Moze se reéi da
je neutralni element u G/ klasa neutralnog elementa iz G.

Svojstvo (G3) se prenosi jer se inverz klase [g] € G/~ dobiva po formuli

g7 =197,

Linverz elementa g obzirom na operaciju *. Naime, vrijedi

gdje je g~
lg] %~ [g7 ] = [g*x g7 "] = [e],

lg7 % [g) = [g7" * g] = [e],

Sto potvrduje da je [¢7!] inverz od [g]. Pritom smo koristili svojstvo (G3) za inverze u G i
definiciju operacije *.. Moze se kratko re¢i da je inverz klase jednak klasi inverza.
Komutativnost se takoder prenosi jer vrijedi

[91] ¥ [92] = [91 * 92] = [92 * 91] = [92] *n [91]

za sve klase [¢1], [g2] € G/~. Pritom smo koristili komutativnost operacije * na G i definiciju
operacije *...
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2.8. Aditivne grupe ostataka kao grupe klasa ekvivalencije. Kao ilustraciju koristenja
uvjeta (xx), primjenimo ga na primjeru grupe (Z,+) s operacijom zbrajanja i relacije “biti
kongruentan modulo m” za prirodni broj m > 2.

Podsjetimo da je relacija kongruencije = mod m definirana na skupu cijelih brojeva kao

a=b modm akoje a—0bdjeljivos m.

Uocimo da je razlika dva cijela broja djeljiva s m ako i samo ako ta dva broja imaju isti
ostatak pri dijeljenju s m. Koriste¢i ovu karakterizaciju lako se vidi da je relacija kongruencije
modulo m zaista relacija ekvivalencije. Naime, relacija je refleksivna jer a i a daju isti ostatak
pri djeljenju s m, simetri¢na jer ako a i b daju isti ostatak pri dijeljenju s m, ondaibia
daju isti ostatak, te tranzitivna jer ako a daje isti ostatak kao b pri dijeljenju s m, a b daje
isti ostatak kao ¢, onda a daje isti ostatak kao i c.

Sada kad znamo da je relacija kongruencije relacija ekvivalencije, jasno je da jednu klasu
ekvivalencije tvore svi cijeli brojevi koji daju isti ostatak pri dijeljenju s m. Stoga kao
predstavnike klasa mozemo izabrati same ostatke. Dobivamo skup klasa ekvivalencije

Z/E mod m = {[0]7 [1]7 R [m - 1]}

Za prenos operacije zbrajanja sa Z na Z/= mod m, moramo provjeriti da operacija + i relacija
= mod m zadovoljavaju uvjet (xx*). Zapisan u ovom konkretnom slucaju uvjet (xx) glasi

(x%) ako za a,ad’,b, b € Z vrijedi a = ¢’ mod mib="¥b mod m, onda vrijediia+b=
a +b mod m.

Ali taj uvjet vrijedi jer je to zapravo dobro poznata ¢injenica da kongruencije mozemo
zbrajati. To se i odmah lako vidi jer ako su a —a’ i b — b’ djeljivi s m, onda je i

(a+b)—(d=V)=(a—d)+(—-0V)

takoder djeljivo s m.

Dakle, uvjet (xx) vrijedi pa mozemo operaciju zbrajanja prenijeti sa Z na Z/= od m-
Prenesena operacija, koju i dalje oznacavamo s +, se dobije kao i u opcenitoj situaciji preko
predstavnika klasa. To znaci da je

[a] + [b] = [a + 0]

za klase ostataka [a], [b] € Z/= moa m- Kako je (Z,+) komutativna grupa, a pri prenosu ope-
racije cuvaju se svojstva iz definicije grupe, zakljucujemo da je i (Z/= mod m, +) komutativna
grupa.

Na kraju uo¢imo da je dobivena grupa zapravo (Z,,,+,). Zaista, ako klasu [r] €
7= mod m identificiramo s ostatkom r € Z,,, vidimo da se elementi podudaraju. Opera-
cija zbrajanja definirana na klasama iz Z/= 1,04 » podudara se s operacijom +,, jer je klasa
l[a + b] jednaka klasi [r] gdje je r € Z,, ostatak pri dijeljenju zbroja a + b s m. Dakle, ako
grupu (Z/= mod m, +) shvatimo kao grupu ostataka (Z,,, +,,) preko ove identifikacije, onda
sve upravo dokazano vrijedi za operaciju +,, na skupu Z,,.

Na ovaj nacin smo dokazali da je (Z,y,, +,) komutativna grupa koriste¢i opéeniti rezultat
o prenosu operacije s grupe na klase ekvivalencije. To ujedno zamjenjuje sve dokaze koje smo
ranije napravili za Z,,, te pokazuje asocijativnost operacije +,, koju nismo ranije dokazali.
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2.9. Multiplikativne algebarske strukture ostataka. Ovaj primjer prouc¢ava mul-
tiplikativnu algebarsku strukturu skupa ostataka pri djeljenju s m. Neka je i dalje

Zm ={0,1,...,m —1},

ali sada na njemu promatramo operaciju -, mnozenja modulo m. Za a,b € Z,, definiramo
a -, b kao ostatak pri dijeljenju produkta a - b s m.
Kao sto smo ve¢ vidjeli, skup Z,, mozemo promatrati kao skup

Z/E mod m — {[OL [1]7 SR [TTL - 1]}

klasa ekvivalencije za relaciju = mod m na skupu cijelih brojeva Z. S druge strane, znamo
da je (Z,-) monoid za operaciju mnozenja. Za prenos operacije mnozenja sa Z na Z/= mod m
treba provjeriti je li uvjet (x*) ispunjen za operaciju - i relaciju = mod m. U toj konkretnoj
situaciji uvjet (xx) glasi

(%) akozaa,d’,b,b' € Z vrijedia = a’ mod mib =¥V mod m, onda vrijediia-b =a'-V/

mod m.

Taj uvjet je ispunjen jer kongruencije smijemo mnoziti. To se moze lako provijeriti jer ako
sua—a ib—"b djeljivi s m, onda je

a-b—ad-bV=a-b—d -b+d-b—d-V=(a—d) b+d- -(b-0)

takoder djeljivo s m. Prenosom operacije mnozenja dobivamo operaciju na Z/= mod m, koju
i dalje oznacavamo -, danu formulom

la] - [b] = [a - 0]

za [a],[b] € Z/= moda m- Ta operacija se zapravo podudara s operacijom -, na skupu Z,, jer
je predstavnik klase [a - b] ostatak pri dijeljenju produkta a -b s m, a to je upravo a -, b.

Stoga sva svojstva operacije mnozenja na skupu Z vrijede i za operaciju +,, na skupu
L. Kako je (Z,-) komutativni monoid, zakljuéujemo da je i (Z,,, -»») komutativni monoid.
Neutralni element je 1 € Z,,, odnosno klasa [1], jer je to klasa neutralnog elementa iz (Z, -).
Medutim, (Z,, -») nije grupa jer 0 € Z,, ne moze imati inverz bududi da je

Op,a=a-,0=0
za svaki a € Z,,.

2.10. Multiplikativne grupe ostataka za m = p prost. Ako zelimo promatrati
multiplikativne grupe ostataka, moramo sa monoida (Z,,, -,) preci na grupu invertibilnih
elemenata. Vidjeli smo ve¢ da 0 € Z,, nikad nije invertibilna. Za ostale elemente promatramo
odvojeno slucaj kad je m jednak prostom broju p i slucaj kad je m slozen broj.

Ako je m = p prost broj, onda su u monoidu (Z,,-,) svi elementi razli¢iti od nule
invertibilni. Zaista, ako je a # 0 iz Z,, onda su a i p relativno prosti jer je p prost broj.
Mali Fermatov teorem iz elementarne teorije brojeva kaze da za prost broj p i cijeli broj a
relativno prost s p vrijedi

a®'=1 mod p.
To znaci da je za a # 0 iz Z,
a-aP”>=1 mod p.
Ako to zapisemo u obliku klasa ekvivalencije za relaciju kongruencije, dobivamo da je

[a] - [a"%] = [a" '] = 1,
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Sto pokazuje da je klasa [aP~2], odnosno ostatak pri dijeljenju a?~2 s p, inverz elementa a.
Time smo dokazali da je skup invertibilnih elemenata u (Z,, -,) jednak

Z}); = ZP \ {O}a
te da je (Zp, -,) komutativna grupa. Red grupe Z je p — 1.

2.11. Multiplikativne grupe ostataka za m slozen. Ako je m slozen, onda nisu svi
elementi monoida (Z,,, »,) razli¢iti od nule invertibilni. Neka je a # 0 iz Z,, takav da su a i
m relativno prosti. Eulerov teorem iz elementarne teorije brojeva kaze da ako su cijeli broj
a i prirodni broj m > 2 relativno prosti, onda vrijedi

a?™ =1 mod m,

gdje je ¢ Eulerova funkcija. Po definiciji, Eulerova funkcija ¢(m) je broj prirodnih brojeva
ne veé¢ih od m koji su relativno prosti s m. Moze se pokazati, koriste¢i formulu ukljucivanja
i iskljucivanja, da se Eulerova funkcija moze izracunati po formuli

(i 3) (1) (1)

gdje je m = p{"'p5? ... pi*F rastav broja m na proste faktore. Posebno,

p(mima) = p(m1)e(ms)

ako su m; i my relativno prosti, te
pp)=p—1

za p prost broj. Eulerov teorem pokazuje da je

a-a®™ =1 mod m.
Ako to zapisemo u obliku klasa ekvivalencije, dobivamo

[a] - [a?™71] = [a?™)] = [1].

To znaci da je [a®™~!], odnosno ostatak pri dijeljenju a®™~! s m, inverz od a. Dakle, ako
su a i m relativno prosti, onda je a invertibilan.

Neka je sada a # 0 iz Z,, takav da a i m nisu relativno prosti. Nekajed = NZD(a,m) > 1
njihov najvedi zajednicki djelitelj. Neka je ' = a/d i m’ = m/d. Kad bi a bio invertibilan,
to bi znacilo da postoji cijeli broj b takav da je

a-b=1 mod m,
odnosno
ab=km+1,
za neki cijeli broj k. Ali tada bi
1=ab—km=dad'b— kdm' =d(a'b—km')
bio djeljiv s d, sto je kontradikcija. Dakle, ako a i m nisu relativno prosti, onda a nije

invertibilan.
Time smo pokazali da je skup invertibilnih elemenata monoida (Z,,, -,,) jednak

Z), ={a € Zy, | a je relativno prost s m},

te da je (Z, ) komutativna grupa. Red te grupe je jednak broju elemenata u Z,, koji su
relativno prosti s m, a to je ¢(m) po samoj definiciji Eulerove funkcije.
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2.12. Grupe funkcija. U ovom primjeru proucavamo algebarske strukture koje tvore
funkcije obzirom na operaciju o kompozicije funkcija. Neka je S (neprazan) skup i G skup
koji se sastoji od svih funkcija f : S — S. Na skupu G promatramo operaciju o kompozicije
funkcija. Za funkcije f1, fo € G kompozicija f;o fs je funkcija iz S u S definirana na elementu

z € S formulom
(fio fo)(x) = fi(fa(x)).

Drugim rije¢ima, kompozicija fio fs se dobije primjenom najprije funkcije fs, a zatim funkcije
f1 na ono sto time dobijemo. Buduéi da je po definiciji f; o fo : S — S, odmah je jasno
da je fi o fo € G. Dakle, skup G je zatvoren za operaciju o, odnosno vrijedi svojstvo (GO).
Spomenimo da za funkcije f : S — T, gdje je T neki drugi skup, ne mozemo definirati
operaciju kompozicije jer bi domena funkcije koju komponiramo s f : S — T trebao biti
skup T, a ne S.

Svojstvo (G1) asocijativnosti kompozicije vrijedi jer je

((Fro ) f3)@) = (fio (@) = fi(f(fs(@)

= fi((fao f3)(@) = (fro(fao f3))(x)
za sve f1, fa, f3 € G, gdje je x € S proizvoljan. Dakle,

fio(faofs)=(fiofa)ofs
su jednake funkcije za sve f1, fo, f3 € G, a to je upravo uvjet asocijativnosti (G1).
Neka je ¢d : S — S identiteta na skupu S. To je funkcija koja svaki element od S fiksira,
odnosno
id(z) =z
za svaki x € S. Pokazuje se da je id neutralni element u G za operaciju kompozicije. Naime,

(f oid)(z) = f(id(x)) = f(z)
(id o f)(x) = id(f(z)) = f(v)

za svaki f € G, gdje je x € S proizvoljan. Stoga vrijedi
foid=idof=F,

kao jednakost funkcija, za sve f € G, Sto znaci da je id neutralni element. Dakle, vrijedi
svojstvo (G2) za (G, o).

Medutim, svojstvo (G3) nije ispunjeno. Svaka funkcija f € G koja nije bijekcija, nema
inverz. Inverz od f bila bi funkcija f~! € G za koju vrijedi

foft=fTof=id

Ako f € G nije injekcija, onda go f ne moze biti injekcija ni za koju funkciju g € G. Stoga ne
moze postojati funkcija f~! € G takva da je f~!o f = id, jer je identiteta id ocito bijekcija.
Ako pak f € G nije surjekcija, onda f o g ne moze biti surjekcija ni za koju funkciju g € G.
Stoga ne moze postojati funkcija f~! € G takva da je f o f~! = id. Dakle, skup G svih
funkcija f : S — S s operacijom o kompozicije funkcija tvori monoid, ali ne tvori grupu.

Monoid (G, o) nije komutativan, osim u trivijalnom slucaju kada S ima samo jedan

element. Zaista, ¢im postoje dva elementa x1, x5 € S, mozemo odabrati funkcije fi, fo € G
takve da je

f1(9€1) = fl(flfz) = T,
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fo(z1) = fa(x2) = 20
Za njih vrijedi
(fio f2)(x1) = fu (fz(l"l)) = fi(z2) = 21,
(f2o fi)(z1) = fz(f1($1)) = fa(x1) = 29,

pa fi o fo # fo o fi1, 8to pokazuje da komutativnost ne vrijedi.

Kao i u vise prethodnih primjera, da dobijemo grupu, promatramo invertibilne elemente
monoida (G, o). Veé¢ smo vidjeli da sve funkcije f € G koje nisu bijekcije nisu invertibilne.
Ako je f € G bijekcija, onda postoji inverzna funkcija f~! € G, koja se definira na sljedeéi
nacin. Neka je x € S. Tada, zbog toga sto je f : S — S bijekcija, postoji i jedinstven je
7’ € S takav da je x = f(2'). Inverzna funkcija f~! je definirana s

fz) =2
Dakle, sto god f napravi s 2/, inverzna funkcija vrati nazad u z’. Drugim rije¢ima,
(fro @)= (f(a)) = [l (z) =" =id(a'),
za svaki 2’ € S. Stoga je f~!o f = id. Isto vrijedi i obratno,

(fof @) =f(f(2) = (@) =2 =1id(x),

za svaki x € S. Stoga jei fo f~! = id. Zaklju¢ujemo da su invertibilni elementi monoida
(G, o) upravo one funkcije f € G koje su bijekcije. Dakle,

G* ={f:5 = S|f jebijekcija}

je skup invertibilnih elemenata monoida (G, o) i stoga (G*,0) je grupa.
Ova grupa nije komutativna, osim u slucaju kad je S jednoclan ili dvoclan. Lako se
provjeri da je u slucaju kad je S jednoclan

G =G* = {id},
sto je komutativno. U slucaju kad je S = {z1,x2} dvoclan, postoje dvije bijekcije

G* ={id, f},
gdje je f(z1) = w9, a f(x9) = x1. Tada je (G*,0) komutativna jer id kao neutralni element
komutira sa svima, a svaki element komutira sam sa sobom.
U slucaju kada S ima barem tri elementa, z1, xo, x3 € S, postoje bijekcije fi, fo € G* za

koje je

filx) =22, fi(ze) =21,  filzs) = @3,

folz1) =21, folze) = a3,  fozs) = 22
Tada je

(f10 fo)(x1) = fi(fe(z1)) = fi(a1) = 22,

(f2o fi)(z1) = f2(f1<$1)) = fao(x2) = 3,

sto pokazuje da fi o fo # fa 0 f1, odnosno (G*, o) nije komutativna.
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2.13. Grupe izometrija. Neka je sada S = II skup tocaka ravnine. Vidjeli smo da
skup svih bijekcija f : I — II obzirom na operaciju o kompozicije funkcija tvori grupu. U
ovom primjeru tu grupu ¢emo oznaciti s (G, o). Dakle,

G ={f:1I = II| f je bijekcija}.

Uoc¢imo da smo ovdje promijenili oznaku jer smo ranije grupu bijekcija oznacavali (G*, o).

U ravnini II definirana je funkcija d udaljenosti medu tockama. To je funkcija d : II xII —
R koja paru tocaka (P, Q) ravnine IT pridruzuje njihovu udaljenost, odnosno duljinu duzine
koja ih spaja. Svojstva funkcije udaljenosti su sljedeca:

e d(P,Q) > 0zasve P,Q €1l

e d(P,Q) =0 ako i samo ako P = @,

e d(P,Q) =d(Q,P) zasve P,Q € 1I,

e d(P,Q) <d(P,R)+d(R,Q) za sve P,Q, R € II (nejednakost trokuta).

Prva tri svojstva su ocita jer je duljina duzine izmedu dvaju razli¢itih tocaka pozitivna i
ne ovisi o poretku krajnjih tocaka duzine. Duljina nula se dobije ako i samo ako se dvije
tocke podudaraju. Cetvrto svojstvo je dobro poznata nejednakost trokuta koja kaze da je
zbroj duljina bilo koje dvije stranice trokuta vec¢i od duljine trece stranice. Jednakost se
dobiva jedino u sluéaju da su tri tocke P, @), R kolinearne (leze na istom pravcu) i pritom je
R izmedu P i Q.

Izometrija ravnine se definira kao funkcija f : II — II koja ¢uva udaljenosti medu
tockama, odnosno

d(f(P), f(Q)) =d(P,Q) zasve P,Q € 1L

Dokazimo da je svaka izometrija ravnine bijekcija. Injektivnost slijedi iz drugog svojstva
funkcije udaljenosti. Naime, ako za izometriju f vrijedi f(P) = f(Q) za neke P,Q € II,
onda je d(f(P), f(Q)) = 0. Kako je f izometrija, slijedi da je i d(P, Q) = 0, pa stoga P = Q,
sto pokazuje injektivnost. Za dokaz surjektivnosti najprije fiksirajmo tri tocke A, B,C € II
koje nisu kolinearne (ne leze na istom pravcu). Neka su A" = f(A), B’ = f(B) i C' = f(C)
slike tih tocaka pri izometriji f. Kako f ¢uva udaljenosti, trokut ABC' je sukladan trokutu
A'B'C’ obzirom da su im duljine stranica jednake. Sada uoc¢imo da je svaka tocka ravnine
jedinstveno odredena svojim udaljenostima od tri fiksirane tocke koje nisu kolinearne. Zaista,
neka je P tocka u ravnini. Njene udaljenosti od A, B i C odreduju tri kruznice sa sredistima
u A, B i C, redom, u cijem presjeku se tocka P nalazi. Ali tri kruznice ¢ija sredista nisu
kolinarna sijeku se u najvise jednoj tocki. To se vidi jer se dvije kruznice sijeku u najvise
dvije tocke koje su osno simetri¢ne obzirom na pravac koji spaja njihova sredista. Kad bi
obje te toke lezale na trecoj kruznici, onda bi njeno srediste moralo lezati na tom pravcu, a
to je kontradikcija jer tri srediSta nisu kolinearna. Dakle, tocka P je jedinstveno odredena
kao presjek tri kruznice oko tocaka A, B i C' s polumjerima jednakim udaljenostima tocke
P od tih tocaka. Sada je jasno da je f surjekcija jer ako je P’ proizvoljna tocka ravnine, ona
je jedinstveno odredena svojim udaljenostima od tocaka A’, B’ i C’. Kako su trokuti ABC
i A’B'C’ sukladni, te iste udaljenosti ali gledane od tocaka A, B i C odreduju jedinstvenu
tocku P u ravnini. Bududi da f ¢uva udaljenosti, mora biti f(P) = P’. Time smo dokazali
surjektivnost, pa je svaka izometrija bijekcija.
Dakle, prema upravo dokazanom, skup

H={f:11 = 1I|f je izometrija}



24 I. GRUPE

je podskup grupe (G, o) bijekcija ravnine. Takoder, H je neprazan jer je identiteta ¢d ravnine
IT ocito izometrija. Dokazimo, koristeci kriterij za podgrupe, da je H podgrupa od G. Neka
su f1, fo € H proizvoljne izometrije. Tada vrijedi

A((fi0 £)P). (fr0 £2)(@) = (L (£(P), £i(£(Q)) = d(f2(P), £(Q) = d(P.Q)

za sve P, Q) € 1I, pa je kompozicija takoder izometrija, odnosno f; o fo € H. Neka je sada
f € H izometrija. Neka su P’ Q" € II proizvoljne dvije tocke ravnine. Kako je f bijekcija,
postoje i jedinstvene su tocke P,Q € Il takve da je f(P) = P' i f(Q) = @Q'. Tada, za
inverznu funkciju f~! vrijedi f~1(P’) = Pi f~1(Q’') = Q. Stoga, koriste¢i da je f izometrija,
dobivamo
d(f~H(P), [7H(Q) = d(P,Q) = d(f(P), f(Q)) = d(P', Q).

Kako su P’ i @' bile proizvoljne, time smo pokazali da je inverzna funkcija f~! takoder
izometrija, odnosno f~! € H. Dakle, prema kriteriju zaklju¢ujemo da je H podgrupa grupe
bijekcija (G, o). Grupu (H, o) zovemo grupa izometrija.

Grupa izometrija ravnine ima brojne podgrupe. To su primjerice podgrupa koja se sastoji
od svih translacija, podgrupa svih rotacija oko jedne fiksirane tocke P. Dokaze provodimo
koristeci kriterij.

Za podgrupu svih translacija uoc¢imo da je kompozicija dvaju translacija ponovo transla-
cija i to za vektor koji se dobije kao zbroj vektora polaznih translacija. Inverz translacije je
translacija za suprotni vektor. Dakle, translacije zaista ¢ine podgrupu. Ta grupa je komu-
tativna jer je zbrajanje vektora komutativno.

Sliéno, za rotacije oko tocke P, kompozicija dviju rotacija je opet rotacija oko tocke P i
to za kut koji je jednak zbroj kuteva polaznih rotacija. Inverz rotacije je rotacija oko tocke
P za isti kut u suprotnom smjeru. Stoga rotacije oko fiksirane tocke tvore podgrupu. I ta
podgrupa je komutativna jer je zbrajanje kuteva komutativno.

2.14. Grupa izometrija peterokuta. U proslom primjeru nasli smo dvije podgrupe
grupe (H,o) svih izometrija ravnine. To su bile podgrupa svih rotacija oko iste tocke i
podgrupa svih translacija. Obje su beskonac¢nog reda.

U ovom primjeru promatramo podgrupu konaénog reda grupe (H,o) svih izometrija
ravnine. Takve podgrupe mozemo dobiti primjerice ako promatramo skup svih izometrija za
koje se neki pogodni geometrijski lik ne promjeni. Mi ¢emo detaljno prouciti sluc¢aj pravilnog
peterokuta.

Oznacimo vrhove pravilnog peterokuta brojevima 1, 2, 3, 4, 5, u smjeru suprotnom od
kazaljke na satu (taj smjer se obino zove pozitivan). Odredimo izometrije koje taj peterokut
ostavljaju na mjestu. Najprije to je svakako identiteta ¢d. Zatim, to je i pet osnih simetrija
01, 03, 03, 04, 05, gdje je os simetrije o; pravac koji prolazi vrhom 7 i okomit je na nasuprotnu
stranicu peterokuta. I na kraju to su Cetiri rotacije p1, p2, p3, ps, oko srediSta peterokuta,
gdje je p; rotacija u pozitivhom smjeru za kut
. 360°
i =
Dakle, skup H’ svih izometrija koje ostavljaju zadani peterokut na mjestu je

i-72°.

/4 .
H = {Zd7 P15 P2, P3,04,01,02,03,04, 0-5};

pa ima 10 elemenata.
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O‘id pPL P2 pP3 P4 01 02 03 04 O5

id | id p1 p2 p3s ps o1 02 O3 04 O3
pr|pr p2 p3 ps id 04 05 01 O O3
p2|p2 p3 ps id p1 02 03 04 O5 Oy
p3|p3 ps id py pa 05 01 Oy 03 Oy
ps|ps td p1 pa p3 O3 04 O5 O1 O3
o101 03 05 03 04 id p3 pr ps P2
Oy |0y 04 01 03 05 p2 td p3 p1 P4
o3| 03 05 02 04 O1 ps p2 id p3 py
04|04 01 03 Os5 02 pP1 P4 P2 id P3
o5 |05 0y 04 01 03 p3 p1 ps p2 id
TABLICA 1. Cayleyjeva tablica grupe izometrija peterokuta

Dokazimo, koriste¢i kriterij, da je H' podgrupa grupe (H,o) svih izometrija. Za to nije
potrebno poznavati totno od kojih se izometrija sastoji skup H’. Ovaj isti dokaz vrijedi i
za izometrije koje ostavljaju na mjestu bilo koji geometrijski lik. Neka su fi, fo € H' dvije
izometrije. One ostavljaju zadani peterokut na mjestu, pa i njihova kompozicija fi o fo
ostavlja peterokut na mjestu jer pri kompoziciji naprosto primjenjujemo izometrije jednu za
drugom. Neka je sad f € H' izometrija. Ona ostavlja zadani peterokut na mjestu. Tada
i njoj inverzna izometrija f~! ostavlja peterokut na mjestu jer inverzna funkcija vraca u
pocetno stanje sve Sto polazna funkcija napravi. Dakle, (H’, o) je zaista podgrupa od (H, o)
koju zovemo podgrupa izometrija peterokuta.

Grupa (H',0) je reda 10 jer H' ima 10 elemenata. Sljededi cilj je prouciti detaljnije njenu
strukturu. Kako grupa ima konac¢no elemenata, moze se napraviti “tablica mnozenja” grupe,
iz koje se mogu iscitati takvi podaci. Takva tablica naziva se Cayleyeva tablica grupe. Za
grupu (H’, o) Cayleyeva tablica je dana u tablici 1.

U Cayleyjevoj tablici na presjeku i—tog retka i j—tog stupca je kompozicija i—te i j—te
izometrije u poretku kakav je dan u retku lijevo od oznake operacije i stupcu ispod oznake
operacije. Primjerice, kompozicija o, 0 p3 se nalazi u presjeku retka oznacenog sa oo i stupca
oznacenog s ps. Dakle, 09 0 p3 = 03. Obratno, na krizanju retka oznacenog s ps i stupca
oznacenog s gy dobivamo ps o gy = 073.

Sam racun kompozicija koji smo napravili da dobijemo Cayleyevu tablicu moze se pro-
vesti na dva nacina. Jedan nacin je geometrijski, poznavajuci ¢injenice o osnim simetrijama
i rotacijama, kao Sto je Cinjenica da je kompozicija dvije osne simetrije Cije se osi sijeku
rotacija za dvostruki kut medu osima. Drugi nacin, koji ¢emo detaljnije objasniti, je viSe
algebarski i koristimo ga u narednim primjerima. Bazira se na tome da se izometrije pete-
rokuta promatraju kao preslikavanja njegovih vrhova budu¢i da oni u potpunosti odreduju
peterokut i samu izometriju. Primjerice, osna simetrija oo na vrhovima djeluje na sljedeci
nacin:

1—3 2—=2 3—1 45 54

Obicaj je da se to zapisuje vertikalno u obliku

(12345
2=\ 392154 )
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gdje prvi stupac predstavlja 1 +— 3, drugi 2 — 2, i tako dalje. Ovakav zapis rotacije ps3 je
(1 2 3 45
PP=\4 512 3)
jerse 1l —4,2—5 3— 1,4+ 2, 5+ 3. Kao primjer, izracunajmo kompoziciju o5 o p3 u
ovom zapisu izometrija. Dakle racunamo,

123 45 123 45
“20”3:(3 2 15 4)0(4 51 2 3)'

Rezultat dobivamo tako da redom promatramo kuda kompozicija Salje brojeve 1, 2, 3, 4, 5,
i to upisujemo u drugi redak zapisa kompozicije. Kao uvijek kod kompozicije funkcija, prvo
djeluje desna izometrija. Stoga iz zapisa za ps ¢itamo u prvom stupcu da p3 Salje broj 1 u
broj 4. Zatim djeluje oy koja dobiveni broj 4 Salje u 5 kao sto vidimo iz ¢etvrtog stupca u
zapisu za oy. Dakle, kompozicija o9 0 p3 Salje 1 u 5 i to zapisujemo u prvom stupcu rezultata.
Zatim nastavljamo na isti nac¢in s brojem 2. U drugom stupcu zapisa za p3 vidimo da p3
Salje 2 u 5, a zatim iz petog stupca zapisa za o, vidimo da o, Salje dobiveni broj 5 u 4.
Dakle, kompozicija o4 o p3 Salje 2 u 4 Sto zapisujemo u drugi stupac zapisa te kompozicije.
Nastavljamo s preostalim brojevima na isti nacin i dobivamo

o — 123 45
2°P=\5 432 1)
a to je zapis osne simetrije o3 jer je 3 fiksan, a 115, kao i 2 i 4, se zamijene. Na ovaj nacin
mozemo izracunati sve kompozicije i popuniti Cayleyevu tablicu.

Ovaj zapis izometrija peterokuta je pogodan i za racunanje inverza. Kako inverz izome-
trije vrac¢a vrhove u pocetni polozaj, odredujemo ga citajuéi zapis izometrije odozdo prema

gore. Primjerice, za
(1 2 3 45
PP=\45123)

¢itajuéi odozdo prema gore vidimo da je inverz jednak
4 (1 2 3 45
Ps = ( 3451 2 ) '
To je zapis rotacije p, pa je p3* = pa.

Pogledajmo na ovom primjeru sto se sve o grupi moze is¢itati iz Cayleyjeve tablice. Zatvo-
renost operacije se odmah vidi po tome $to su u tablici samo elementi grupe. Asocijativnost
nije lako direktno vidjeti iz tablice. Neutralni element je u onom retku koji se podudara
s poretkom elemenata grupe u zaglavlju tablice. Inverz nekog elementa nademo tako da u
retku oznacenom tim elementom pronademo neutralni element. Tada je inverz onaj element

kojim je oznacen taj stupac. Operacija je komutativna ako i samo ako je Cayleyjeva tablica
simetri¢na obzirom na glavnu (padajuéu) dijegonalu.

2.15. Grupe permutacija (simetri¢na grupa). Neka je n prirodan broj. Permuta-
cija skupa od n elemenata je svaka uredena n—torka tih elemenata s time da se elementi ne
smiju vise puta pojaviti u n—torci. Drugim rije¢ima, permutacija je jedan poredak elemenata
n—Cclanog skupa.
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Obicno se za skup od n elemenata uzima skup X,, = {1,2,...,n}. Njegova permutacija
o je naprosto jedan poredak brojeva od 1 do n. Oznacimo taj poredak

o= (ay,aq,...,a,),
gdje su ay,as, ...,a, € X, razliciti. Uocimo da permutaciju ¢ mozemo shvatiti kao presli-
kavanje
o:X,— X,
koje preslikava broj 1 u a, broj 2 u as, i tako dalje. Dakle,
o(k) =ay za k € X,.

Tako definirano preslikavanje o je o¢ito injekcija jer su svi ay razliciti po definiciji permutacije.
Kako je skup X, konacan, svaka injekcija iz X,, u X,, je i surjekcija. Stoga je o bijekcija.
Dakle, permutacija od n elemenata moze se promatrati kao bijekcija iz skupa X,, na samog
sebe. Skup svih permutacija od n elemenata, shva¢enih kao bijekcije, oznac¢imo sa S,,.

Promatranje permutacija kao bijekcija omogucava definiranje operacije na skupu .S,, per-
mutacija od n elemenata kao kompozicije funkcija. Za permutacije 01,09 € S,, njihovu
kompoziciju oznacavamo o, o 3. Ranije smo veé vidjeli da skup bijekcija bilo kojeg skupa
tvori grupu obzirom na operaciju kompozicije. Posebno, to znaci da je (S,, o) grupa. Grupa
(Sn, 0) naziva se simetri¢na grupa. Takoder smo ve¢ vidjeli da je grupa S,, nekomutativna za
n > 3, a komutativna za n = 1in = 2. Red grupe S, je jednak broju permutacija skupa od
n elemenata, a to je, prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju iz kombinatorike, jednako
nl.

Uobicajeno je permutacije zapisivati u obliku tablice kao i izometrije peterokuta u pret-
hodnom primjeru. Ako je

o= (a1, as,...,a,),
gdje su ay,...,a, € X, razliciti, onda se o zapisuje u obliku
o — 1 2 3 ... n—-1 n
a Gy Gz ... Gp_q1 Gn )

Komporzicija permutacija i inverz permutacije u ovom zapisu racunaju se na isti nacin kao
u primjeru grupe izometrija peterokuta. Zapravo, grupa izometrija peterokuta je podgrupa

grupe (Ss,0).

2.16. Zapis permutacije pomocu disjunktnih ciklusa. Za odredivanje reda permu-
tacije koristimo zapis permutacije pomoc¢u disjunktnih ciklusa. Ciklus u S, je permutacija
o € S, za koju postoje medusobno razliciti ki, ks, ..., kg € X,,, gdje je d > 2, takvi da vrijedi

O'(kl) == kQ, 0'(/{2) == kg, e O'(k‘d_l) == k’d, O'(kd) = kl,
te
ol)=1 zasve le€X,\{ki,... ka}.
Drugim rije¢ima, ciklus o preslikava
ki ko .= kg — ky,
a sve ostale tocke su fiksne. Duljina ciklusa je broj elemenata koji su ukljuceni u ciklus.

Za ciklus o duljina je d. Red ciklusa kao elementa grupe S, jednak je njegovoj duljini.
Zaista, uzastopnom primjenom ciklusa ¢ na element k;, za ¢ = 1,...,d, dobivamo redom
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kii1, kivo, ... pa je potrebno najmanje d puta primjeniti ¢ da se dobije ponovo k;. Kako su
elementi [ € X \ {kq,...,kq} fiksni, time smo dokazali da je duljina d jednaka redu ciklusa
0.

Ciklus o se zapisuje u obliku

U:(kl,kﬁg,...,kd)ESn.

U ovom zapisu ciklusa vazno je naglasiti da je ciklus iz S,,, jer se to ne moze vidjeti iz samog
zapisa. Primjerice, ciklus 0 = (1, 2,5) moze biti iz Ss, ali i bilo koje veée simetri¢ne grupe S,,,
n > 5. Takoder, ovakav zapis nije jedinstven, jer prebacivanjem jednog po jednog elementa
ciklusa s pocetka na kraj zapisa, ili obratno, s kraja na pocetak, ciklus se ne mijenja. Tako
se ciklus o moze zapisati kao

0= (ki7 Kivi, o ka, ki, ko, ..o ki—l)
za svaki 1 =1,2,...,d. Zaista, u ovom zapisu koji pocinje s k; ciklus o preslikava
ki'—>ki+1'—>...'—>kd'—>k1Hk2|—>...|—>ki,1'—>]€i,

a to je isto preslikavanje kao i u zapisu koji poc¢inje s k.
Za dva ciklusa

Ulz(k?l,kg,...,kd)esn, 02:(/1,1657...,/{3:1/)6;5’”
kazemo da su disjunktni ako su skupovi
{ki ko, .o kgt 1 {KL K, o KDY}
disjunktni. Dakle, disjunktni ciklusi ne uklju¢uju niti jedan zajednicki element. Disjunktni
ciklusi komutiraju jer
010 09(k;) = o1(ki) = kisa zat=1,...,d, gdje kg1 = ki,
oy 00y(k)) = o1 (Kjy ) = K yy zaj=1,....d, gdje kjy , = ki,
) =1 zale X, \{ki,... . kg Ky, kLT,

o~

o1003(l) = oy (

02001(743) (H—l)_ i+1 za1=1,...,d, gdje kqy1 = ki,
oy 0 01(k}) = 0a(k]) = ki, zaj=1,...,d, gdje ki, = ki,
geoo1(l) =09(l) =1 zal e X, \{ki,... . ka, kY, .. K},

pa se 01 009 1 09 00, podudaraju. To se zapravo moze i odmah zakljuciti jer su svi elementi
koje ne fiksira jedan od disjunktnih ciklusa fiksne za drugi ciklus.

Pokazimo sada da se svaka permutacija o moze zapisati kao kompozicija disjunktnih cik-
lusa i to na jedinstven nacin do na poredak ciklusa. Neka je o € S,, proizvoljna permutacija.
Na skupu X, definiramo relaciju ~ na sljede¢i na¢in. Za dva elementa ki, ks € X,, kazemo
da je ki u relaciji ~ s ko, 1 piSemo ki ~ ks, ako postoji cijeli broj m € Z takav da je

kQ = O'm(k’l).
Podsjetimo da je 0™ potencija u grupi .S,,, odnosno potencija obzirom na operaciju kompo-

zicije permutacija. Dokazimo da je ~ relacija ekvivalencije. Refleksivnost vrijedi jer je, za
svaki k € S,

k= id(k) = o°(k)
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pa je k ~ k. Simetri¢nost vrijedi jer ako je ki ~ ko, onda postoji m € Z takav da je
ke = 0™(k1), pa komponiranje te jednakosti sa 0= daje k; = 07" (kz), odnosno ko ~ k.
Tranzitivnost vrijedi jer ako je ki ~ kg 1 ko ~ k3, onda postoje cijeli brojevi m, m’ € Z takvi
da je ky = 0™ (k1) i kg = 0™ (ky). Tada vrijedi

0" (k) = (0™ 0 ™) (k) = o™ (0™ (k1)) = o™ (ka) = K,
pa je stoga ki ~ ks.

Kao svaka relacija ekvivalencije, relacija ~ definira particiju skupa X, u klase ekviva-
lencije. Klasu ¢iji predstavnik je k € X, oznacavamo s [k]. Prema definiciji relacije ~
vrijedi

k] = {leX,|k~1}
{l € X,,|postoji m € Z takav da je l = o™ (k)}
{o™(k)|m € Z}.
Dakle, klasa ekvivalencije [k] sastoji se od svih razli¢itih elemenata niza
02 (k), 0 k), koK), 0*(k),. ..,

u kojem mora biti ponavljanja jer je [k] konaéna kao klasa ekvivalencije u konaénom skupu
X,,. Neka su stoga m, m’ € Z takvi da je m > m/ i 0™ (k) = o™ (k). Tada komponiranjem
sa ¢~ dobivamo da je
o™ (k) = k
i pritom m —m’ > 0. Odaberimo najmanji prirodni broj mg u skupu svih prirodnih brojeva
za koje vrijedi taj uvjet. Takav mq sigurno postoji jer uvjet vrijedi za prirodni broj m —m/’,
a u skupu prirodnih brojeva svaki neprazan podskup sadrzi minimalan element. Dakle, za
mg vrijedi
o™ (k) =k
1 mg je najmanji prirodni broj za koji to vrijedi. Tada su brojevi
k,o(k),...,a™ (k)

svi razliciti jer kad bi postojali [,1' € {0,1,...,mg — 1} takvi da je I > I" i o'(k) = % (k),
onda bi vrijedilo ¢!~ (k) = k. Pritom je 0 <1 —1' < mg — 1 pa bi I — I’ bio prirodan broj
manji od mg koji zadovoljava uvjet o'~V (k) = k. S druge strane, svaki m € Z mozemo
zapisati u obliku
m=q-moy+r,
gdje je ¢ € Z kvocijent dijeljenja m s mg, a r € {0,1,...,mg — 1} ostatak. Tada, zbog
o™ (k) = k, vrijedi
o™ (k) = o"™ (k) = (6" 0 g™ o...00™ ) (k) = 0" (k).
q puta
Dakle, svaka potencija ¢ (k) jednaka je nekom od o"(k) za r € {0,1,...,mg — 1}. Time
smo dokazali da je
(k] = {k,o(k),...,a™ (k)}

upravo klasa ekvivalencije s predstavnikom k. Uoc¢imo da je tocka k € X, fiksna tocka
permutacije o ako i samo ako je klasa ekvivalencije [k] jedno¢lana. Naime, tocka k je fiksna
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ako i samo ako je o(k) = k, a to onda znaci i da je 0™ (k) = k za sve m € Z, odnosno

[k] = {k}.
Sada za svaku klasu ekvivalencije koja nije jednoclana definiramo po jedan ciklus iz S,,.
Neka je

k] = {k,o(k),...,c™ *(k)}

jedna takva klasa ekvivalencije, gdje je mo > 2. Tada definiramo ciklus
o = (k,o(k),...,0™ (k) € S,.

Ova definicija ne ovisi o izboru predstavnika klase [k]. Zaista, neka je o'(k), za neki [ €
{0,...,mg — 1}, predstavnik klase [k], odnosno [¢!(k)] = [k]. Tada gornja konstrukcija za
predstavnika o!(k) daje ciklus

Tlol (k)] = (o' (k),....,a™ (k). k,o(k)...,0' ' (k) € S,

Medutim, ciklusi o) 1 o) su jednaki, jer se dobiveni zapis ciklusa o, () dobije od zapisa
ciklusa o) prebacivanjem prvih [ — 1 ¢lanova s pocetka na kraj zapisa. Vidjeli smo ranije
da takvo prebacivanje u zapisu ne mijenja ciklus.

Uoc¢imo da su ciklusi dobiveni od klasa ekvivalencije na ovaj nac¢in disjunktni jer u njima
sudjeluju tocno elementi jedne klase, a one su disjunktne. Stoga, kako smo ve¢ vidjeli, one
komutiraju, pa mozemo definirati permutaciju

H O[K]»

(]

gdje je produkt oznaka za operaciju kompozicije i ide po svim klasama ekvivalencije [k] koje
nisu jednoclane. Pritom poredak nije bitan jer svi ciklusi u produktu medusobno komutiraju.
Ako su sve klase ekvivalencije [k] jednoc¢lane, onda dobivamo produkt po praznom skupu koji
definiramo da je jednak identiteti. Dokazimo da je

g = Hd[k].
(K]

Ako je | € X, fiksna tocka permutacije o, onda je njena klasa [I] jednoc¢lana pa se ne javlja
na desnoj strani. Takoder, [ je fiksna tocka svih ciklusa u produktu na desnoj strani, jer se
[ ne javlja u niti jednoj klasi ekvivalencije [k] koja ima vise od jednog elementa. Dakle, za
takav [ dobivamo

o(l) = [[ow® =1

(]

Neka je sada | € X,, takav da [ nije fiksna tocka permutacije o. Tada klasa [I] ima barem
dva elementa pa se javlja u produktu na desnoj strani. Za odgovarajuci ciklus

oy (l) = o(l).
Za sve ostale cikluse o) vrijedi

o) =1
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jer [ nije u klasi [k] pa se ne javlja u ciklusu oy, Sto znaéi da je fiksna tocka tog ciklusa.
Stoga ra¢unamo

[Tow | O =owe [[ ow | O =0u| [] cw® | =ou®) =c).

(k] LU (k£

Time smo dokazali da se permutacije o i H[k] ok podudaraju u svim elementima [ € X, pa
su stoga jednake. Dakle, dobili smo zapis permutacije o kao kompozicije disjunktnih ciklusa.

Preostaje dokazati da je taj zapis jedinstven. Pretpostavimo da postoji jos jedan zapis
permutacije ¢ kao kompozicije disjunktnih ciklusa. To znaci da postoje disjunktni ciklusi

o1,...,0,. €5, takvi da je
'
0 = HUi.
i=1

Ako je | € X, fiksna tocka od o, onda se [ ne pojavljuje u niti jednom od ciklusa o; jer inace,
zbog njihove disjunktnosti, [ ne bi bila fiksna tocka produkta o;. Ako [ € X, nije fiksna
tocka za o, onda se mora javiti u jednom od ciklusa o;. Ali tada vrijedi

o(l) = (H 0i> O =|oie]lo| =00 [[[a) | = 50D,
Z Z

pa vidimo da se o(l) javlja u istom ciklusu o; kao i [ i to neposredno nakon elementa .
Indukcijom se na isti nacin vidi da se i sve potencije 0™ (l), za m € Z, javljaju redom u
ciklusu o;. Pokazimo da su to svi elementi ciklusa o;. Zaista, ako je I" € X, u ciklusu o},
onda primjenom tog ciklusa odredeni broj puta na ! dobivamo ', odnosno postoji cijeli broj
m > 0 takav da je ajm(l) = ['. Zbog disjunktnosti ciklusa [’ je fiksna tocka svih ostalih ciklusa
o; za i # j. Takoder, buduéi da disjunktni ciklusi komutiraju, vrijedi

m

(c10...00,)" =0"0o...00".

Stoga je

am(l):(Hai) (z):(HayL): oro[[orm | W =070 | []or@) | =0() =1
2 =

pa je zaista I’ = ¢™(l). Time smo dokazali da ako je [ € 0}, onda mora biti o; = oy pa se
ovaj rastav [[;_, o; mora podudarati s prethodno dobivenim rastavom [ [ o
Rastav permutacije o € S,, u kompoziciju disjunktnih ciklusa

g = H O'[k]
(K]

omogucava jednostavno ra¢unanje njenog reda u grupi S,. Zbog disjunktnosti ciklusa u
rastavu oni komutiraju, pa vrijedi
m __ m
o =11t
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za svakim € Z. Stoga je 0™ = id ako i samo ako je Ol = id za sve klase [k]. Od ranije znamo

da je red ciklusa jednak njegovoj duljini, pa je 0% = 1id ako i samo ako je m viSekratnik
duljine ciklusa [k]. Stoga je red permutacije o, odnosno najmanji prirodni broj m za koji je
Ol = id za sve klase [k], jednak najmanjem zajednickom visekratniku duljina svih ciklusa
u rastavu.

Na kraju ovog poglavlja pokazimo kako se za konkretnu permutaciju racuna njen rastav
u disjunktne cikluse. Neka je

(1234567809
7=\(3 28179546 9-

Zapocnimo odredivanje ciklusa brojem 1. Permutacija o Salje broj 1 u 3. Zatim pogledamo
u treci stupac gdje vidimo da o Salje 3 u 8. Zatim 8 Salje u 4, i na kraju 4 natrag u 1. Dakle,
prvi ciklus u rastavu je

(1,3,8,4) € So.

Sljededi neiskoristeni broj je broj 2. Ali iz drugog stupca vidimo da je 2 fiksna tocka permu-
tacije 0. Stoga se broj 2 ne javlja u rastavu. Sljedeci neiskoristen je broj 5. Njega o Salje u
7, a zatim 7 nazad u 5. Dakle, ciklus u rastavu je

(5,7) € Sy.
Sljededi neiskoristen je 6, kojeg o Salje u 9, pa 9 vra¢a u 6. Dakle, ciklus u rastavu je
(6,9) € So.
Tu stajemo jer vise nema neiskoristenih brojeva. Dakle,
o=1(1,3,8,4)0 (5,7) 0 (6,9) € Sy.

Red permutacije o kao elementa grupa Sy jednak je najmanjem zajednickom visekratniku
duljina ciklusa u rastavu, a to su njihove duljine 4, 2 i 2. Stoga je red jednak 4.

2.17. Teorem. Svaka konacna grupa (G, ) moze se realizirati kao podgrupa simetri¢ne
grupe (S,,0) za neki prirodni broj n. Toc¢nije, elementi grupe G mogu se poistovjetiti
s permutacijama iz S, na takav nacin da se operacija u grupi G podudara s operacijom
kompozicije na tim permutacijama.

Prije dokaza napomenimo da ovaj teorem pokazuje izuzetnu vaznost simetri¢nih grupa.
Primjer za njegovu tvrdnju ve¢ smo susreli kad smo grupu izometrija peterokuta zapisali
preko permutacija iz S5. Opcenito dokaz ove tvrdnje bazira se na Cayleyevoj tablici i daje
realizaciju grupe reda m u simetri¢noj grupi S5,,. Medutim, ta realizacija nije jedinstvena,
kao $to pokazuje i primjer grupe izometrija peterokuta koja je realizirana kao podgrupa od
S5 u ranijem primjeru, a kroz dokaz ovog teorema realizira se i kao podgrupa grupe Sig jer
je njen red jednak 10.

Dokaz. Neka je (G, %) konacna grupa reda n. Numerirajmo njene elemente kao

G=A{g1,92,---,9n}

i pri tome neka je g; = e neutralni element. Formirajmo Cayleyevu tablicu grupe G u ¢ijem
su prvom retku i stupcu elementi grupe slozeni redom gy, go, . . ., gn-
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U svakom retku Cayleyeve tablice javlja se svaki element grupe toc¢no jedanput. Naime,
u retku ozna¢enom elementom g; nalaze se produkti

9i *g1,9; * g2, ...,0; % gn.

Oni su svi razli¢iti jer ako u grupi vrijedi

9i * gk = 9i * gu,
onda primjenom operacije * s lijeva elementom g; ' dobivamo g, = ¢;. Buduéi da ih ima n
u retku su svi elementi grupe.
Dakle, svaki redak Cayleyjeve tablice predstavlja jednu permutaciju skupa {g1, g2, - - . , gn }-
Oznacimo sa o;, gdje ¢ = 1,...,n, permutaciju u retku oznacenom s g;. Svi retci, odnosno
permutacije o;, su medusobno razlicite, jer na prvom mjestu stoji produkt

9i* g1 = gi ¥ €= Gi,

pa se tu ve¢ razlikuju. Na ovaj na¢in mozemo poistovjetiti element g; € G s permutacijom
o; € Sn

Neka je

H={01,09,...,0,} C S,

tako dobiveni podskup od S,,. Pokazimo da se grupa G realizira kao podgrupa H od (S,, o).
Tocnije, pokazimo da za proizvoljne elemente g;, g; € G koje smo poistovjetili s permutaci-
jama 0;,0; € H vrijedi da je g;xg; € G poistovjecen s kompozicijom o;00;. Time automatski
dobivamo i ¢injenicu da je H podgrupa od S,,.

Najprije zapisimo permutacije o0; i 05, koje odgovaraju recima Cayleyjeve tablice oznacenim

s gi 1 g;, u obliku tablica
o — g1 92 oo Yn
' 9i*xg1 9i*g2 .. Gi*xGgn )’

P 51 ga Jn .
J Gi*q1 Gi*g2 ... Gj*gn

Takoder, g;*g; se poistovjecuje s permutacijom o koju odreduje redak kojeg oznacava element
gi * g;, a to je

o — g1 gs . Gn '
gi*gij*g1 gi*gi*ga ... Gi*g;*(gn
Racunamo, za proizvoljan g € G,

(gi00;)(gr) = 0i(0j(gk)) = 0:(g; * gr) = gi * (9 * gr) = gi * gj * g = (),

Sto pokazuje da je zaista 0, 0 0; = 0. U

2.18. Neke grupe malog reda. U ovom primjeru odredujemo sve moguce strukture
grupa reda 2, 3 1 4. Drugim rijecima, cilj je pronaci sve moguce Cayleyeve tablice do na
poredak elemenata grupe. Time zapravo pokazujemo da, neovisno o konkretnoj realizaciji,
svaka grupa tih redova ima jednu od Cayleyjevih tablica dobivenih u ovom primjeru.

Napomenimo najprije da je svaka grupa reda 1 naprosto trivijalna grupa koja se sastoji
samo od neutralnog elementa. Njegova priroda ovisi o konkretnoj realizaciji, pa tako ne-
utralni element moze biti, primjerice, broj nula uz operaciju zbrajanja, broj 1 uz mnozenje,
funkcija identitete uz operaciju kompozicije.
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Za grupu (G, ) reda 2, oznac¢imo elemente s

G = {917 92}7
gdje je g1 = e neutralni element. Stoga je Cayleyeva tablica oblika

gdje na prazno mjesto mora dodi g; jer se u retku (i stupcu) Cayleyjeve tablice mora javiti
svaki element grupe to¢no jednom. Tu ¢injenicu smo dokazali u prethodnom teoremu. Iz
simetricnosti tablice obzirom na dijagonalu vidimo da vrijedi komutativnost. Dakle, sve
grupe reda 2 imaju jednaku strukturu, odnosno jednaku Cayleyjevu tablicu, samo im reali-
zacija moze biti razli¢ita. Tako je, primjerice, struktura grupe (Z,, +2) reda 2, jednaka kao
struktura grupe ({id, o}, o), gdje je o bilo koja osna simetrija ravnine. Pritom ostatak 0 i id
odgovaraju elementu ¢, a 1 i o elementu g».
Neka je sada (G, %) grupa reda 3. Oznac¢imo elemente te grupe s

G = {91792793}a

gdje je g1 = e neutralni element. Tada treba vidjeti kako se sve moze popuniti prazna mjesta
Cayleyjeve tablice

* ‘91 92 93
g1 | 91 92 93
g2 | 92
g3 | 93

pri ¢emu se u svakom retku i svakom stupcu javljaju svi elementi grupe to¢no jednom. To
se moze na samo jedan nacin. Najprije na krizanju retka elementa g i stupca elementa g3
ne smije biti niti g, niti g3, pa je tu sigurno g;. Isto vrijedi i za redak elementa g; i stupac
elementa g,. Na kraju popunimo dijagonalu s elementima koji jos fale u pojedinom retku.
Dobije se

* \ 91 92 93
g1 | 91 92 93
g2 | 92 93 G1
g3 | 93 g1 92

kao jedina moguca Cayleyjeva tablica grupe reda 3. Simetricnost tablice obzirom na dijago-

nalu pokazuje komutativnost. Kao i u sluc¢aju grupa reda 2, time smo pokazali da sve grupe

reda 3 imaju istu strukturu, jedino se njihova realizacija moze razlikovati. Tako primjerice

grupa (Zs, +3) se dobije ako za ¢g; uvrstimo ostatak 0, za go ostatak 1, te za g; ostatak 2.
Za grupu reda 4 oznacimo elemente

G = {gla 92, 93, 94},
gdje je g1 = e neutralni element. Sada treba popuniti Cayleyjevu tablicu

* ‘91 92 93 94
g1 | g1 G2 g3 94
g2 | 92
g3 | 93
g4 | 94
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s time da se svaki element grupe javlja tocno jednom u svakom retku i svakom stupcu. Za
to ima viSe mogucnosti, ali medu njima su samo dvije sustinski razli¢ite, odnosno sve ostale
se mogu dobiti preimenovanjem elemenata iz te dvije. Te dvije tablice su

* ‘ g1 92 g3 g * ‘ g1 g2 93 G4
g1 | 91 G2 93 9Ga g1 | 91 92 93 Y4
92| 92 g3 ga G1 i g2 | 92 g1 94 G3
gs | 93 94 g1 92 gs | 93 94 91 92
94 1 94 91 G2 g3 94 | 94 93 92 g1

Sto prepustamo c¢itaocu da provjeri. Uocimo da su ove dvije tablice sustinski razlicite jer su u
prvoj elementi g i g4 reda 4, a samo g3 reda 2, dok su u drugoj svi elementi osim neutralnog
elementa ¢; reda 2.

Obje tablice su zaista Cayleyjeve tablice grupa. Prva tablica je Cayleyjeva tablica za
primjerice grupu (Zy,+4) pri ¢emu ostatci 0, 1, 2, 3 odgovaraju, redom, elementima ¢, g,
g3 1 g4. Primjer grupe koja daje drugu Cayleyjevu tablicu je direktni produkt grupe (Zs, +5)
same sa sobom. Dakle,

Zs X Zo = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)},
uz operaciju definiranu s
(k1 1) +2 (Ko, lg) = (k1 42 ko 1y 42 1),

za sve (ki,01), (ka,lo) € Zy X Zy. Pritom, (0,0), (0,1), (1,0), (1,1) odogovaraju, redom,
elementima g, g2, g3 1 gs.

2.19. Grupa kruznice i grupe korijena iz jedinice. Ove grupe su podgrupe multi-
plikativne grupe kompleksnih brojeva (C*,-) koju smo susreli u jednom od ranijih primjera.

Neka je

S'={z€eC: |z| =1},

gdje je || oznaka za apsolutnu vrijednost kompleksnog broja. Ako je z = a + bv/—1, onda je
|z| = va? + b? zapravo udaljenost kompleksnog broja z od ishodista u kompleksnoj ravnini.
Dakle, S! je jedini¢na kruznica u kompleksnoj ravnini.

Dokazimo da je S* podgrupa od C*. Koristimo kriterij i svojstva apsolutnih vrijednosti.
Naime, ako su zy, 29 € S, odnosno |21| = |z| = 1, onda je

2125t = |z - 2 = |zl - 2T =11,

pajeiz -z ' € S Podgrupa (S!,-) se obi¢no naziva grupa kruznice.
Poznato je da kompleksan broj z mozemo pisati u polarnom obliku
z=1-€e% =r(cosp+isinyp),

gdje je i = v/—1 te e baza prirodnog logaritma. Pritom je 7 = |z|, a ¢ kut koji orjentirana
duzina od ishodista do tocke z u kompleksnoj ravnini zatvara s pozitivnim dijelom realne
osi. Tada je

St={e": pel0,2m)}

jer na S! vrijedi = 1, a funkcije sinus i kosinus su periodi¢ne s osnovnim periodom 27 pa
je dovoljno promatrati kuteve ¢ € [0,27). Dakle, jedini¢nu kruznicu S mozemo kao skup
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identificirati s intervalom [0,27) pri ¢emu se kompleksan broj z = ¢ € S! identificira s
kutem ¢ € [0, 2m).
Mnozenje kompleksnih brojeva u polarnom obliku dano je formulom

21 29 = 711 - pge®? = pypy - HP1F02),

Podsjetimo da vrijedi

e = cos(2km) + isin(2km) = 1
za sve k € Z. Stoga je zbroj ¢1 + o dovoljno promatrati do na dodavanje brojeva 2k7m za
k € Z. Drugim rijecima, ako @1 4 (o zapisemo u obliku

o1+ 2 = 2k + 1,

pri cemu je k € Z, a 1 € [0,27), onda su k i ¢ jedinstveno odredeni. To znac¢i da za
1,92 € [0,27) mozemo definirati operaciju 42, zbrajanja modulo 27 kao

P1 tor P2 = .
Bududi da je ¢ € [0,27), time je definirana binarna operacija na [0, 27). U grupi S! vrijedi

i1 L P2 — ileitane2)

pa zapravo kompleksni brojevi iz S* koji odgovaraju kutevima ¢ i @9 iz [0, 27) pomnozeni
daju kompleksan broj iz S* koji odgovara kutu ¢; +2r 2. To znaéi da se operacija - mnozenja
na S' podudara s operacijom +o, na [0,27) kroz identifikaciju kompleksnog broja iz S! s
odgovaraju¢im kutem iz [0, 27). Posebno, ([0, 27), +2.) je grupa. Moze se reéi da su (S?,-)
i ([0,27), +2,) dvije realizacije strukturno jedne te iste grupe.

U grupi kruznice ima jos interesantnih podgrupa. Neka je n prirodan broj. Neka je

pn ={2€C: 2" =1}

skup svih n-tih korijena iz jedinice. Jasno je da je p, podskup od S! jer iz uvjeta 2" = 1
slijedi |z|™ = 1, a onda, bududi da je |z| > 0, dobivamo |z| = 1.

Dokazimo koristeci kriterij da je pu, podgrupa grupe kruznice (S, ). Neka su 21, 22 € fi,
odnosno 27 = 2§ = 1. Tada vrijedi

_ n n — n n n—1
(21'221) 221'<221) =z () =1

pajeiz -2z, ' € u,. Dakle, u, je podgrupa grupe (S',-) koja se obi¢no naziva grupa n-tih
korijena iz jedinice.

Uoc¢imo da je red grupe pu, jednak n. To se vidi iz ¢injenice da uvjet 2™ = 1 zapravo kaze
da se p, sastoji od svih nultocaka polinoma 2" — 1. Taj polinom je n-tog stupnja i moze se
provjeriti da su sve nultocke razlicite. Dakle, ima ih toé¢no n razlicitih.

Elementi grupe pu,, su n—ti korijeni iz jedinice, pa se u polarnom obliku mogu zapisati kao

s} s T (n—1)mi
un:{e% : /’{::O,l,...,n—1}:{1,627,647,...,62 o }.
Mnozenje u polarnom obliku je dano formulom

2k 7i 2komi 2kl7ri+2k:27ri 2(kq+ko)mi
e n e n = e n n = e n

2kmi

Buduéi da je e*"™ =1 za sve cijele brojeve k € Z, ako k; + ko zapisemo kao

k1+l€QIQ'n+T,
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gdje je ¢ € Z kvocijent, a r € {0,1,...,n — 1} ostatak pri dijeljenju broja ki + ko s n, onda
dalje dobivamo

2(k1+ko)mi 2(g-n+r)mwi 2a7i 2rmi 2rmi 2(k1tnko)mi
n = e n = € q e n = e n = e n

e

Pritom smo iskoristili ¢injenicu da je ky +, ks = r po samoj definiciji operacije +,, zbrajanja

modulo n. Dakle, za sve ki,ky € {0,1,...,n — 1} = Z,, mnoZenje u grupi pu, dano je
formulom
2kq7i 2koTi 2(k1+nko)mi
e n e n = € n
Drugim rije¢ima, ako u, kao skup identificiramo sa skupom Z,, i pritom = [y, odgovara

elementu k € Z,, onda mnozenjem elemenata iz p, koji odgovaraju ostacima ky, ko € Z,
dobivamo element iz p,, koji odgovara ostatku k; +, ks € Z,,. Stoga je grupa n-tih korijena
iz jedinice (u,,-) zapravo samo druga realizacija aditivne grupe ostataka (Z,, +,).

Na kraju, pitamo se Sto se dobije kad se n—ti korijeni iz jedinice za sve prirodne brojeve n
promotre zajedno. Pokazuje se da na taj nac¢in ponovo dobivamo grupu, jos jednu podgrupu
od (S!,-). Neka je

n= Ulun
n=1

skup svih korijena iz jedinice. Taj skup g je podskup jedini¢ne kruznice S jer su svi p,
podskupovi od S!. Stoga se moZe primijeniti kriterij za podgrupe kako bi se dokazalo da je
(i, ) grupa. Neka su z1, 29 € u. Tada postoje prirodni brojevi ny i ny takvi da vrijedi

2t =232 = 1.
Takvi ny 1 ne nisu jedinstveni. Tada za 21 - 2, ! vrijedi
—1\n"1n2 _ _ni-ng —ni-n2 __ ni\n2 ng\—N1 __
(21'22) =2z %) = (51")"™ - (23%) =1,

paje z1 -z, * € p. Uotimo da smo, umjesto s n; - ny, dokaz mogli provesti koristeéi najmanji
zajednicki visekratnik od nq i ng, ali tada bi zapis bio malo slozeniji. Dakle, dokazali smo
da je (u,-) grupa koju obi¢no nazivamo grupa (svih) korijena iz jedinice.

2.20. Aditivna grupe matrica. Najprije promotrimo aditivne grupe matrica. Neka
je M, ,,(F') skup svih matrica tipa m X n, §to znaci s m redaka i n stupaca, s elementima iz
F, gdje je I jedan od skupova brojeva Z, Q, R i C. Dakle,

a1 air2 ... a1n

ag’l a2’2 e CLQ’” . .
Mpyn(F)=qA= . D . ra; € Frasvei=1,....m,j=1,...,n

Am,1 Qm2 .. Gmn

Matricu A € M,, (F') iji je element na presjeku i-tog retka i j—tog stupca jednak a; ; krace
piSemo

A = (aiy),
gdjei=1,...,m, j=1,...,n. Takoder, za matricu A € M,,,,(F') koristimo oznaku A; ; za
element na presjeku i—tog retka i j—tog stupca.
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Na skupu matrica M, ,(F') definiramo operaciju + zbrajanja na sljede¢i nac¢in. Neka su
A, B € M,,,(F). Tada je A+ B matrica u M,,,(F) koja na presjeku i-tog retka i j-tog
stupca ima element

(A+ B)ij = Aij + Bij,
zasve i1 =1,...,m, j = 1,...,n, gdje je zbrajanje na desnoj strani uobic¢ajeno zbrajanje
brojeva. Drugim rije¢ima, matrice istog tipa zbrajamo element po element.

Uocimo da matrice iz M, ,(F) moémo promatrati kao uredene m - n-torke brojeva iz F
jer zapravo jedina, i to nevazna, razlika je u tome piSemo li elemente u nizu ili u pravokutnoj
tablici. Zbog definicije zbrajanja element po element to zapravo znaci da je (M, ,(F),+)
direktni produkt aditivne grupe brojeva (F,+) same sa sobom m - n puta. Kako smo veé
vidjeli da je direktni produkt grupa ponovo grupa, dobivamo da je (M, ,(F),+) grupa. Ta
grupa je komutativna jer je i (F,+) komutativna. U nastavku ¢emo se baviti vise multipli-
kativnim grupama matrica, jer ovaj opis preko direktnog produkta pokazuje da se svojstva
aditivne grupe (M, ,(F),+) svode na svojstva grupa (F,+).

2.21. Opéa i specijalna linearna grupa. Za multiplikativne grupe potrebno je de-
finirati mnozenje matrica. Poznato je da je to moguce jedino ako su matrice ulancane, to
jest ako je broj stupaca prve matrice u produktu jednak broju redaka druge. Medutim, ako
pritom matrice nisu kvadratne, odnosno imaju redaka koliko i stupaca, onda se mnozenjem
ne ostaje u matricama istog tipa. Stoga, da bi se dobila multiplikativna algebarska na skupu
matrica potrebno je promatrati kvadratne matrice.

Neka je M, ,,(F') skup kvadratnih matrica tipa n x n, odnosno s n redaka i n stupaca,
gdje je sada F' neki od skupova brojeva Q, Ri C. Neka su A, B € M, ,(F). Tada je produkt
A - B matrica iz M, ,(F) koja na presjeku i—tog retka i j—tog stupca ima element

(A-B)ij=> Aix- By,
k=1

za sve i,5 = 1,...,n, gdje je zbrajanje i mnozenje na desnoj strani uobicajeno zbrajanje i
mnozenje brojeva. Ova naizgled komplicirana definicija mnozenja posljedica je interpretacije
matrice kao zapisa linearnog operatora u nekoj bazi, pri ¢emu mnozenje dvije matrice pred-
stavlja kompoziciju odgovarajucih linearnih operatora. Medutim, mi ovdje ne¢emo objasniti
tu vezu linearnih operatora i matrica.

Odredimo sada koju algebarsku strukturu tvori skup M,, ,,(F') kvadratnih matrica uz ope-
raciju mnozenja matrica. Prema samoj definiciji mnozenja vidimo da je za A, B € M, ,,(F)
i produkt A- B € M, ,(F) jer elementi produkta ostaju u skupu brojeva F. To znaci da
vrijedi svojstvo (GO) zatvorenosti za mnozenje u M, ,,(F).

Svojstvo (G1) asocijativnosti mnozenja matrica takoder vrijedi. To se moze dokazati
direktno iz definicije mnozenja, ali elegantnije je sjetiti se interpretacije mnozenja kao kom-
pozicije linearnih operatora i iskoristiti ranije dokazanu ¢injenicu da je kompozicija funkcija
uvijek asocijativna.

Neutralni element za mnozenje matrica u M, ,(F') je jedini¢na matrica koju oznacavamo
s I,. To je matrica koja na glavnoj (silaznoj) dijagonali ima samo jedinice, a svi ostali
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elementi su nule, odnosno

1 0 0
I = 0 1
S
0 0 1
Koriste¢i Kroneckerov delta simbol
5 — 1, akoi=j,
“ 10, akoi # j,
za i,j = 1,...,n, jedini¢na matrica se moze zapisati u obliku I,, = (8;;). Za proizvoljnu

matricu A = (a; ;) € M, ,(F) racunamo

In)z,j - ZAz,k : ( Zazk 5]{3] = Q45 * 1+ Zazk 0= Qi3 = Ai,j>
k=1
k#]

n

([n ’ A)i,j = Z( n)ik * Ak,] Z5zk Ak = 1. Qj j + ZO Q5 = Q5 = Ai,j7
k;éz

k=1

Sto vrijedi za sve i, = 1,...,n, pa je
AL, =1,-A=A.

Time smo dokazali da je I, neutralni element pa vrijedi svojstvo (G2).

Poznato je iz linearne algebre da je matrica invertibilna ako i samo je njena determi-
nanta razlicita od nule, a to je ako i samo ako su reci, pa onda i stupci, linearno nezavisni.
Takve matrice nazivaju se regularne. Ove ¢injenice postaju jasnije ako matricu iz M, ,(F)
interpretiramo kao zapis linearnog operatora na n—dimenzionalnom vektorskom prostoru.
Matrica je invertibilna ako i samo ako je odgovarajuci linearni operator invertibilan. Ali ve¢
smo vidjeli da je funkcija na nekom skupu invertibilna ako i samo ako je bijekcija. Stoga je
matrica invertibilna ako i samo ako je odgovarajuéi linearni operator bijekcija. Bijektivnost
linearnog operatora ekvivalentna je gornjim uvjetima za invertibilinost (regularnost) matrice
preko determinante i linearne nezavisnosti redaka. Sada je jasno da osim regularnih postoje
i singularne matrice, a to su one ¢ija je determinanta jednaka nuli, jer postoje linearni ope-
ratori koji nisu bijekcije. Stoga svojstvo (G3) postojanja inverza ne vrijedi za mnozenje na
skupu matrica M, ,(F).

Dakle, skup M, ,(F') s operacijom mnozenja matrica ¢ini monoid, ali ne ¢ini grupu.
Osim u posebnom slucaju n = 1 kada M, ;(F') = F, taj monoid nije komutativan. Nije tesko
pronaéi primjer matrica koje ne komutiraju. Primjerice, u Mso(F') vrijedi

(01)(o1)=(3 1)
(o) (0)=(01)
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sto pokazuje da komutativnost ne vrijedi. Ovaj primjer se jednostavno prosiri na matrice iz
M, »(F) dodavajuéi jedinice na dijagonalu. Naime,

200 ... 0 110 ... 0 220 ... 0
010 0 010 0 01 0
001 01.1001 0 1= 001 01,
000 1 000 1 000 1
110 0 200 0 210 0
010 0 010 0 010 0

0 01 0 001 0 1= 001 01,
000 1 000 1 0 00

pokazuje nekomutativnost mnozenja na M, ,(F).
Kao sto smo vidjeli, invertibilni elementi svakog monoida tvore grupu. U monoidu
M, ,(F) invertibilni elementi su regularne matrice. Skup svih takvih matrica oznacavamo s

GL,(F)={A¢€ M,,(F) : A jeregularna} .

Stoga je (GL,(F'),-) grupa koju nazivamo op¢a linearna grupa. Ta grupa je nekomutativna,
osim u slucaju n = 1 kada je GL,(F) = F*. To pokazuje, primjerice, isti primjer kao za
M, (F) jer su u njemu matrice regularne.

Opca linearna grupa ima brojne vazne podgrupe, od kojih ¢emo mi neke spomenuti.
Najprije, neka je

SL,(F)={Ae€GL,(F) : det A=1}.

Tada je SL,,(F') podgrupa opce linearne grupe (GL,(F'),-) i nazivamo ju specijalna linearna
grupa. To se dokazuje koriste¢i kriterij za podgrupe te Binet—Cauchyjev teorem koji daje
multiplikativnost determinante. Zaista, ako su Ay, As € SL,(F), odnosno det A; = det Ay =
1, onda

. detA1 .
det Ay

det(A; - Ay') = det Ay - det(A5 ') = det A - (det Ay) ™"
pajei Ay - Ayt € SL,(F).

2.22. Klasi¢ne grupe. Podgrupe opce linearne grupe GL,(F'), gdje je F neki od sku-
pova brojeva @, R i C, mozemo definirati nekim uvjetom koji matrice moraju zadovoljavati.
Posebno su vazni uvjeti oblika

AT A=, te A-J-A=,

gdje je J € M, ,(F) neka zadana matrica, 'A oznacava matricu transponiranu matrici 4, a
* A konjugiranu matricu transponiranu matrici A. Transponirana matrica ‘A je matrica koja
se dobije kad se reci matrice A zapiSu u stupce, a konjugirana transponirana matrica *A kad
se svi elementi transponirane matrice konjugiraju kao kompleksni brojevi. Podsjetimo da je
za kompleksan broj z = a + bi € C, gdje je i = v/—1, te a,b € R, kompleksno konjugiranje
definirano sa

Z=a— bi.
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Uocimo da za realne i racionalne brojeve vrijedi Z = z, pa za matrice iz M, ,(Q) i M, ,(R)
vrijedi *A ="A.
Neka je skup
H={AecGL,(F):'A-J-A=J}
definiran prvim od gornjih uvjeta. Tada je H podgrupa od GL,(F'), sto se pokazuje prema
kriteriju za podgrupe. Zaista, neka su Ay, Ay € H, odnosno

PAL - T AL =,

PAy-J- Ay =
Tada za A; - Ay vrijedi

HA - AY T (A - A =TA - (PAL - T A A =AY T A =
pajei Ay - Ay' € H. Na isti nacin se vidi da je skup
H ={AeGL,(F):*"A-J-A=J},
definiran drugim od gornjih uvjeta, takoder podgrupa grupe GL,(F). U prethodnom se
dokazu jedino transponiranje mora zamijeniti s konjugiranim transponiranjem. Uoc¢imo da
se za FF = Qi F = R transponiranje podudara s konjugiranim transponiranjem, pa je
H' = H. Stoga nam H’ daje ne$to novo u odnosu na H jedino u slu¢aju kompleksnih
brojeva F' = C.
Navedimo sada neke vaznije podgrupe koje se dobiju iz uvjeta koji smo koristili u de-

finiciji podgrupa H i H' za neke posebne matrice J. Njima je zajednicko da se javljaju
u klasicnoj geometriji kao grupe simetrija vektorskog prostora konacne dimenzije s nekom

nedegeneriranom bilinearnom formom ¢ija matrica je upravo J. Odatle i zajednicki naziv
klasi¢ne grupe. Neka je

0 0 1
L= b Y emum
o .-~ .
10 ... 0

matrica koja na sporednoj (rastucoj) dijagonali ima jedinice, a sve ostalo su nule.
Simplekticka grupa Spa,(F) je podgrupa opée linearne grupe G Lo, (F') definirana kao

Span(F) = {Ae GLon(F) : A ( _E)]n " ) A= ( _E’]n " )}

Ovdje je matrica J € My, 2,(F) iz opée definicije grupe H jednaka

0
J_<—Jn 0)‘

Spomenimo da je determinanta svih matrica u simplektickoj grupi jednaka jedan. Stoga je
Spn(F) zapravo podgrupa grupe SL, (F).

U ovom nepotpunom pregledu klasi¢nih grupa promatramo dva razli¢ita tipa ortogonalnih
grupa. Prvi tip zovemo ortogonalna grupa i oznac¢avamo s O, (F). To je podgrupa grupe

GL,(F) definirana s
On(F)={A€GL,(F) : "A-J,- A= J,}.
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U ovoj definiciji matrica J € M, ,(F') iz opée definicije grupe H je jednaka J = .J,,. Moze se
pokazati da matrice koje pripadaju ortogonalnoj grupi O, (F') imaju determinante jednake
1ili —1. Stoga se definira i specijalna ortogonalna grupa SO, (F') koja se sastoji od onih
matrica iz O, (F) ¢ija je determinanta jednaka jedan, odnosno

SOL(F) = Op(F) N SL,(F).

Jasno je da je SO, (F) grupa jer je jednaka presjeku dvije podgrupe od GL,(F).

Za drugi tip ortogonalne grupe F' = R je skup realnih brojeva, odnosno ona je podgrupa
grupe GL,(R). Ovaj tip ortogonalne grupe zovemo grupa (realnih) ortogonalnih matrica i
oznacavamo s O(n). To je podgrupa grupe G L, (R) definirana s

O(n) ={A€GL,(R) : "A-A=1,}.

Ovo je takoder podgrupa dobivena iz opée konstrukcije grupe H uz matricu J € M, ,(R)
jednaku jedinicnoj matrici J = I,,. Naime, lijeva strana uvjeta moze se zapisati kao

PA-A="A-1,-A

jer je I, neutralni element za mnozenje matrica. Ponovo ortogonalne matrice iz O(n) imaju
determinante jednake 1 ili —1. Stoga se definira i specijalna grupa ortogonalnih matrica
SO(n) kao

SO(n) =0(n)NSL,(R)

To je zaista grupa jer je dobivena kao presjek dvaju podgrupa grupe G L, (R).

Na kraju navodimo primjer u kojem se koristi konjugirano transponiranje. Neka je sada
F = C skup kompleksnih brojeva. Grupa unitarnih matrica, ili krace, unitarna grupa U(n)
je podgrupa grupe G L, (C) i definira se s

Uln) = {A€GL,(C) : *A-A=1,}.

U opcoj konstrukeiji grupe H' grupa U(n) se dobije za matricu J € M, ,(C) jednaku je-
dini¢noj matrici J = I,,, jer se lijeva strana uvjeta moze zapisati kao

A-A="A-1,- A
Kako je

det(*A) = det(A),

primjenimo li Binet—-Cauchyjev teorem na uvjet iz definicije grupe U(n) dobivamo

det(A) - det A =1,

odnosno |det(A)] = 1. Dakle, determinante unitarnih matrica mogu biti svi kompleksni
brojevi apsolutne vrijednosti 1. Stoga se ponovo moze definirati specijalna unitarna grupa

SU(n) =U(n) N SL,(F)

koja se sastoji od unitarnih matrica determinante jedan.
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2.23. Modularna grupa i kongruencijske podgrupe. U poglavlju o multiplikativ-
nim grupama promatrali smo opéu linearnu grupu GL,,(F) za skup brojeva F' jednak Q, R
ili C. Medutim, od velikog interesa, posebno u teoriji brojeva, jesu multiplikativne grupe
matrica za skup cijelih brojeva F' = Z.

Na isti nacin kao ranije pokazuje se da skup kvadratnih matrica M, ,,(Z) tvori monoid
obzirom na operaciju mnozenja matrica. Stoga je dovoljno da dobijemo grupu promatrati
skup invertibilnih elemenata tog monoida. Oznac¢imo taj skup s

SLE(Z) = {A € M, ,(Z) : A je invertibilna u M, (Z)} .

Ova naizgled neobi¢na oznaka posljedica je opisa invertibilnih matrica u M, ,,(Z). Naime,
da bi matrica bila invertibilna u M,, ,,(Z) nije dovoljno da je njena determinanta razlicita od
nule, jer se ta determinanta u poznatoj formuli za inverznu matricu preko adjunkte javlja u
nazivniku. Moze se pokazati da ta determinanta mora imati multiplikativni inverz unutar
cijelih brojeva Z jer inace inverzna matrica nece imati samo cijele brojeve kao svoje elemente.
Medutim, mi smo ranije odredili invertibilne elementa monoida (Z, -) i to su Z* = {1, —1}.
Stoga je matrica iz M, ,(Z) invertibilna u M, ,(Z) ako i samo ako je njena determinanta
jednaka 1 ili —1. Dakle,

SLE(Z) ={A € M,,(Z) : det A € {£1}},

i to pojasnjava pojavu + kao eksponenta u oznaci.
U grupi SLE(Z) mozemo promatrati podgrupu SL,(Z) invertibilnih matrica u M,, ,,(Z)
determinante jedan. Dakle,

SLo(Z) = {A € Myo(Z) : det A= 1}.

Ovu podgrupu zovemo specijalna linearna grupa nad cijelim brojevima. Dokaz se provodi
pomocu kriterija kao i za specijalne linearne grupe nad Q, R i C, pa ga ne¢emo ponavljati.

Iznimno vazan slucaj je n = 2. U tom sluc¢aju grupa SLy(Z) se naziva modularna grupa
jer se javlja u teoriji modularnih formi na gornjoj poluravnini. Modularne forme su jedan od
centralnih predmeta proucavanja suvremene matematike. Modularna grupa se moze zapisati

kao
SLy(Z) = {( i Z) € My (Z) : ad—bc:l}.

U teoriji modularnih formi vazne podgrupe modularne grupe su kongruencijske podgrupe.
Njihovo ime dolazi od toga sto su definirane pomoc¢u kongruencija. Neka je N > 1 prirodan
broj. Tada definiramo tri kongruencijske podgrupe

T(N) = {(‘C‘ Z)ESLQ(Z):aEdELbECEO modN},

)ESLQ(Z) ca=d=1,¢=0 modN},

b
d
To(N) = {(‘CL Z)eSL2(Z):czo modN}.
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Uocimo da je I'(N) C I'1(N) C I'h(N). Da su to zaista podgrupe grupe SLo(Z) dokazujemo
pomocu kriterija. Neka su matrice

a b ) a v
c d ! d d

elementi jednog od skupova I'(N), I'1(N) i I'o(N). Treba dokazati da je tada i
!/
/

(Lh)(en)

opet iz istog skupa. Najprije uoc¢imo da je inverz matrice iz SLo(Z) jednak

(CL/ b/>_1_( d/ _b/)
C, d/ - —C, CL/

jer je determinanta jednaka jedan. Stoga vrijedi
a b\ (d VN (ab\ [ d ¥
c d d d - c d - d

_ ad' —bc" ba' — ab’
a cd —dd da" —cb )
onda vrijedi

Dakle,

PN
(Z Z)(Z 2) e I(N).
Sli¢no, ako su polazne matrice bile u I'y (), odnosno
a=d=d =d =1 mod N,
c=cd =0 modN,

onda vrijedi

ad —bd =1-1—-0b-0=1 mod N,

da/ —cb/=1-1-0-b=1 mod N,

cd —dd =0-1-1-0=0 mod N,
pa je izraz iz kriterija takoder u I'; (V). I na kraju, ako su polazne matrice bile iz I'o(V),

odnosno
c=cd =0 mod N,

onda je

cd —dd =0-d—-d-0=0 mod N,
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pa je izraz iz kriterija takoder u I'g(N).

3. Homomorfizmi grupa, jezgra i slika

3.1. Definicija. Neka su (G, x) i (H,e) dvije grupe. Homomorfizam grupe G u grupu
H je funkcija f : G — H za koju vrijedi

f(g1%g2) = f(g1) ® f(g2)

za sve gp, gs € G. Rijec¢ima receno, slika po funkciji f operacije % iz G primijenjene na dva
elementa iz G, jednaka je operaciji e iz grupe H primijenjenoj na slike tih dvaju eleme-
nata. Dakle, isto se dobije neovisno o tome jesmo li najprije primijenili funkciju f ili izvrsili
operaciju u odgovarajucoj grupi. Kazemo da homomorfizam ¢uva strukturu grupa.

Ako je homomorfizam f : G — H injektivan naziva se monomorfizam, ako je surjektivan
epimorfizam, a ako je bijektivan izomorfizam. Posebne nazive imaju homomorfizmi grupe u
samu sebe. Tako se homomorfizam f : G — G zove endomorfizam, a izomorfizam f : G — G
automorfizam.

Skup svih homomorfizama grupe G u grupu H oznacava se Hom(G, H), a skup izo-
morfizama Iso(G, H). Skup endomorfizama grupe G oznacava se End(G), a automorfizama

Aut(G).

3.2. Svojstva homomorfizma. Neka je f : G — H homorfizam. Tada vrijedi
(1) f(eg) = en, gdje su eq i ey neutralni elementi odgovarajuéih grupa,
(2) flg™h) = flg)~"
Pritom, u drugom svojstvu je na lijevoj strani invertiranje u grupi G, a na desnoj u H. To
svojstvo zapravo kaze da se isto dobije neovisno o tome jesmo li najprije invertirali pa zatim
primijenili funkciju f, ili obratno.

Doxkaz. Najprije dokazujemo prvo svojstvo. Prema svojstvu neutralnog elementa i de-
finiciji homomorfizma, vrijedi

fleg) = fleg *eq) = flea) o f(eq).

Primjenimo li na obje stane ove jednakosti operaciju e s inverzom elementa f(eq) € H (koji
postoji jer je H grupa), dobivamo

en = flec) o flec)™" = flec) @ f(e) @ flec) ™ = f(e),

Sto je i trebalo dokazati.

Naglasimo da smo ovdje na gornju jednakost primijenili e s desna. U ovom slu¢aju isto bi
se dobilo i da smo primijenili s lijeva, ali to nije uvijek tocno jer nisu sve grupe komutativne.
Stoga kad primjenjujemo operaciju iz grupe na obje strane neke jednakosti vazno je naglasiti
s koje strane to radimo.

Za dokaz drugog svojstva uo¢imo da prema definiciji homomorfizma, svojstvu inverza i
ve¢ dokazanom prvom svojstvu, vrijedi

flg™) e flg) = flg™" * g) = flec) = em,
flg) e flg™) = flgxg™") = flec) = en.

Stoga f(g~ ') ima svojstvo inverza elementa f(g) u grupi H, pa zbog jedinstvenosti inverza

dobivamo f(g)~' = f(g71). O
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3.3. Jezgra i slika. Neka je f: G — H homomorfizam grupa. Tada definiramo jezgru
homomorfizma f, u oznaci Kerf (od engleskog kernel), kao

Kerf ={ge€G|f(9) =en}.

Dakle, jezgra je podskup od G koji se sastoji od svih onih elemenata iz G koji se pomocu f
preslikaju u neutralni element grupe H. Uoc¢imo da Ker f nikad nije prazan skup jer svojstvo
(1) homomorfizma kaze da je neutralni element eg € Kerf.

Slika homomorfizma f, u oznaci Imf (od engleskog image), se definirao kao uobicajena
slika funkcije f, odnosno

Imf = {h € H|postoji g € G takav da h = f(g)}
{f(9)]g € G}

Dakle, slika je podskup od H koji se sastoji od svih onih elemenata u H u koje se pomocu
H preslika neki element iz G. Kao i jezgra, ni slika nikad nije prazan skup, jer svojstvo (1)
homomorfizma pokazuje da je uvijek ey € Imf.

3.4. Teorem. Neka je f : G — H homomorfizam grupa. Tada je jezgra Kerf podgrupa
od G, a slika Imf podgrupa od H.

DokAz. Obje tvrdnje dokazujemo pomocu kriterija za podgrupe. Neka su g1, g2 € Kerf,
odnosno f(g1) = f(g2) = ey. Koristedi definiciju i svojstva homomorfizma ra¢unamo

florxg5") = flg) ® f(g5") = flgr) @ flg2) " = emoey = en.
Dakle, g1 * g, ' € Kerf, pa je Kerf grupa.

Neka su sada hy, hy € Imf. Tada postoje g1,92 € G takvi da je hy = f(g1) i ha = f(g2).
Stoga, prema definiciji i svojstvima homomorfizma, dobivamo

hiehyt = fg1) e flg2)™" = flar) @ flgz") = flr % 957),
a buduéi da je g1 * g;* € G, slijedi hy @ h;' € Imf. Dakle, Sf je grupa. 0

3.5. Slika i praslika podgrupe. Neka je f : G — H homomorfizam grupa. Neka je
G' podgrupa od G. Tada je slika podgrupe G’ naprosto slika restrikcije homomorfizma f s
G na G’', odnosno

&) ={f(g) g € G'} = Im(fla).
Buduéi da je restrikcija homomorfizma na podgrupu opet homomorfizam, f(G’) je podgrupa

od H kao slika homomorfizma.
Neka je sada H' podgrupa od H. Tada se praslika podgrupe H' definira kao

fHH)={9€G|[f(g) e H}.

Uocimo da je jezgra zapravo praslika trivijalne podgrupe {eg}. Dokaz da je f~'(H’) pod-
grupa od G je potpuno analogan dokazu da je jezgra homomorfizma podgrupa. Neka su
g1,92 € f~YH'). Dakle, f(g1) € H' i f(g2) € H'. Tada je, prema definiciji i svojstvima
homomorfizma

flgr#g5") = flgr) @ flg2) ™" € H',
gdje smo koristili kriterij za podgrupe i ¢injenicu da je H' podgrupa. Dakle, g1g;* € f~(H")
pa je praslika zaista podgrupa od G.



3. HOMOMORFIZMI GRUPA, JEZGRA I SLIKA 47

3.6. Teorem (kriterij za monomorfizam). Neka je f : G — H homomorfizam grupa.
Tada je f monomorfizam ako i samo ako je jezgra trivijalna, odnosno Kerf = {eg}.

DoxkaAz. Pretpostavimo najprije da je f monomorfizam, te neka je g € Kerf, odnosno
f(g) = eg. S druge strane, prema svojstvima homomorfizma, f(eg) = ey. Dakle, f(g) =
f(eq), pa zbog injektivnosti mora biti g = eg. Time smo dokazali da je jezgra trivijalna.

Obratno, pretpostavimo da je jezgra trivijalna, te da je f(g1) = f(g2) za neke elemente
g1,92 € G. Primjenimo li na obje strane te jednakosti operaciju * s elementom f(gs)~?,
dobivamo

f(91) * f(g2) ™" = en.

Prema svojstvima homomorfizma, izraz na lijevoj strani jednak je

Flgr) = fg2)™" = flon) * fla2") = flor % g2 7),
pa vrijedi
floixg5") = en.
To pokazuje, prema definiciji jezgre, da je g * g5+ € Kerf. Ali po pretpostavci jezgra je
trivijalna, pa
G1*g5" = eq

Primjenom operacije * s elementom g, na obje strane te jednakosti dobije se g1 = gs, Sto
pokazuje da je f injektivna, odnosno monomorfizam. 0

3.7. Teorem. Neka je (G,*) grupa.

(1) Skup End G svih endomorfizama grupe G uz operaciju o kompozicije funkcija ¢ini
monoid.

(2) Skup Aut G svih automorfizama grupe G uz operaciju o kompozicije funkcija ¢ini
grupu.

DokAz. Najprije dokazujemo prvu tvrdnju. Treba provjeriti svojstva iz definicije mo-
noida. Neka su fi, fo : G — G endomorfizmi, odnosno f1, fo € End GG. Njihova kompozicija
f1 0 fa je opet funkcija iz G u G, te prema svojstvima homomorfizama f; i fy vrijedi

(frofo)(grxg2) = [fi(folgr*g2)) = fi(fa(gr) * fa(g2))
= fi(falgr) * [1(f2(g92)) = (fr 0 f2)(g1) * (f10 f2)(g2)

za sve g1,¢92 € G, pa je f; o fo takoder endomorfizam, odnosno f; o fo € EndG. Time je
dokazana zatvorenost.

Kompozicija funkcija je uvijek asocijativna, §to smo provjerili u primjerima grupa funk-
cija. Iz tih primjera znamo i da je neutralni element za kompoziciju funkcija identiteta idg
na (G, a bududi da je

ida(g1 * g2) = g1 % 92 = ida(g1) * ida(g2),
za sve g1,92 € G, vidimo da je idg endomorfizam. Stoga, End G ima identitetu idg za
neutralni element. Dakle, (End G, o) je zaista monoid.

Uoc¢imo da to nije grupa jer inverznu funkciju, a to je inverz obzirom na operaciju kom-
pozicije, imaju samo bijekcije, a endomorfizam ne mora nuzno biti bijektivan.

Za drugu tvrdnju, primjetimo najprije da je kompozicija bijekcija bijekcija, te da je
identiteta idg bijekcija. Stoga, ako su f1, fo : G — G automorfizmi, odnosno fi, fo € Aut G,
onda jei fiofs € Aut G, jer smo svojstvo iz definicije homomorfizma provjerili u dokazu prve
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tvrdnje. Asocijativnost kompozicije uvijek vrijedi. Neutralni element u Aut G je identiteta
1dg bududi da je ona automorfizam.

Preostaje provjeriti postojanje inverza. Neka je f : G — G automorfizam, odnosno
f € Aut G. Inverz od f obzirom na operaciju kompozicije funkcija je inverzna funkcija koju
oznac¢avamo s f~1. Ona postoji jer je f bijekcija i sigurno je takoder bijekcija. Stoga, da
bi dokazali da je inverzna funkcija f~! automorfizam, treba provijeriti svojstvo iz definicije
homomorfizma. Neka su ¢1,¢g2 € G proizvoljni. Zbog bijektivnosti automorfizma f pos-
toje i jedinstveni su ¢;, g5 € G takvi da vrijedi g1 = f(g]) 1 g2 = f(g5). Prema definiciji
homomorfizma vrijedi

g1 % g2 = f(g1) * f(95) = (1 * g5).
Buduéi da je f~! inverzna funkcija od f, dobivamo

F o1 %92) = FH(fg1 % 65)) = g1 = gb.

S druge strane,

FHg) = [ g2) = F7H(f(91) = [ (f(92) = dh * g5
Desne strane u posljednje dvije jednakosti su medusobno jednake, pa moraju biti i lijeve,
odnosno

F 1% g2) = N g1) = 7 (g2)-

Time smo dokazali da je f~! homomorfizam, pa onda i f~! € AutG. U

3.8. Unutarnji automorfizmi. Neka je (G, ) grupa. Unutarnji automorfizmi su po-
sebna vrsta automorfizama grupe G koji se definiraju na sljede¢i nacin. Neka je g € G
fiksirani element grupe g. Tada definiramo unutarnji automorfizam I, : G — G, odreden

elementom g, formulom

L(x)=gxx*xg ",

za sve x € (5. Izraz na desnoj strani je toliko vazan u teoriji grupa da ima i poseban naziv, a
to je konjugiranje. Kazemo da smo element x konjugirali elementom g. Skup svih unutarnjih
automorfizama grupe G se oznacava Int G.

Provjerimo najprije da je unutarnji automorfizam zaista automorfizam, odnosno I, €
Aut GG. Najprije provjeravamo svojstvo iz definicije homomorfizma. Vrijedi
Iy(w1@s) = grarxzax g™ = grarkexzong = (grarxg ) *(gxzaxg ') = Ig(a1)*Iy(x2)
za sve 1, %2 € G. Injektivnost od I, provjeravamo pomocu kriterija. Po definiciji, jezgra je
jednaka

Kerl, = {ze€G|l)(x)=eq}

1 — eG}
{reGlz=g"*eg*g= e},

= {zeCGlg*xzxg”

gdje smo u posljednjem koraku na jednakost g * x * ¢! = eq primjenili operaciju * i to s
lijeva s elementom ¢! te s desna s elementom g. Dakle, Kerl, = {ec} je trivijalna, pa je I,
monomorfizam. Na kraju provjerimo surjektivnost. Neka je h € GG proizvoljan. Pitamo se
postoji li € G takav da vrijedi I,(x) = h, odnosno

gxxg ' =h.
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Primjenom opearacije * i to s lijeva s elementom g~! te s desna s elementom ¢, dobivamo
r=¢g 'xhx*g.

Time smo dokazali da trazeni z postoji (¢ak smo ga i eksplicitno izracunali), pa je I, i
epimorfizam. Dakle, I, je automorfizam.

3.9. Svojstva unutarnjih automorfizama. Neka je (G, *) grupa. Za element g € G,
neka je I, unutarnji automorfizam odreden njime. Tada vrijedi

(1) 1y, 01y, = Iy .y, zasve g1,92 € G,
(2) I' = I;1 zasve g € G,

(3) (Int G, o) je grupa.

Dokaz. Najprije dokazujemo prvo svojstvo. Kompozicija unutarnjih automorfizama,
izracunata na proizvoljnom elementu x € G, jednaka je

(Ig1 © 192)(37) = Iy (192(x)) = 191(92 * Tk 92_1) =01 * (92 * Tk 92_1) * 91_1
= (91 * 92) * Tk (91 * 92)_1 = Ig1*92 (‘T>a

pri ¢emu smo koristili formulu (gy * g2) ™' = g5 ' * g7 *. Time je dokazano prvo svojstvo.
Za drugo svojstvo treba odrediti inverznu funkciju unutarnjeg automorfizma /,. Neka je
x € G proizvoljan. Bududi da je I, bijekcija, postoji i jedinstven je z’ takav da

z=1,(2")=gxa' xg "

Sada, prema definiciji inverzne funkcije, I’ Y(x) = 2’. S druge strane primjenjujuéi operaciju
* na gornju jednakost s lijeva s elementom ¢!, te s desna s elementom ¢, dobivamo

g xxxg=2a

Usporedujuéi dvije formule za 2’ slijedi

[g_l(:v) =g 'xxxg=1I1(2).

Time smo dokazali i drugo svojstvo.
Trece svojstvo se dokazuje pomocu kriterija za podgrupe, jer je skup unutarnjih auto-
morfizama Int G podskup skupa svih automorfizama Aut GG, za koji znamo da je grupa. Neka
su Iy, 1, € Int G. Tada, koristeci ve¢ dokazana prva dva svojstva, dobivamo
-1
Iy 0l =1 OIg;l =1

—1.
g1%*9gy

Dakle, I, o Ig_21 € Int G, jer je jednak unutarnjem automorfizmu odredenom elementom
g1 % g, € G, paje Int G grupa prema kriteriju. O

Prethodni dokaz svojstava unutarnjih automorfizama direktnim ra¢unom moze se bitno
pojednostaviti ako trazena svojstva unutarnjih automorfizama interpretiramo malo apstrak-
tnije, odnosno algebarskije. To ¢emo napraviti u sljede¢em teoremu. lako je nakon dokaza
sljedec¢eg teorema prethodni dokaz zapravo suvisan, ukljucili smo ga da bi ¢itaoc mogao
uociti prednosti algebarskog pristupa.
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3.10. Teorem. Neka je (G, %) grupa, te neka je (Aut G, o) grupa njenih automorfizama.
Neka je ® : G — Aut G preslikavanje definirano sa

D(g) = I,

za g € G, gdje je I, unutarnji automorfizam grupe G odreden njenim elementom g.

Tada je ® homomorfizam grupa, pa stoga vrijede svojstva (1) i (2) unutarnjih auto-
morfizama. Slika homomorfizma & je Int G. Posebno, vrijedi svojstvo (3) unutarnjih auto-
morfizama, odnosno skup svih unutarnjih automorfizama Int G' ¢ini podgrupu grupe svih
automorfizama Aut G grupe G. Jezgra homomorfizma ¢ je centar Z(G) grupe G, koji se
definira kao skup onih elemenata iz G koji komutiraju sa svim elementima iz GG, odnosno

Z(G)={g9eG|gxx=xxgzasvex € G}.
Posebno, centar Z(G) grupe G je podgrupa od G.

DokAz. Najprije dokazimo da je preslikavanje ® homomorfizam. Koriste¢i formulu za
O, uvjet ®(g; * g2) = P(g1) o P(go) iz definicije homomorfizma glasi

191*92 - ‘[91 © 1927

za sve g1, g2 € G. Uoimo da je to upravo svojstvo (1) unutarnjih automorfizama. Njega
i u ovom dokazu moramo dokazati direktnim ra¢unom, na isti nac¢in kao prije. Medutim,
interpretacija svojstva (1) preko homomorfizma ® iz grupe G' u Aut G odmah daje preostala
svojstva, jer mozemo primijeniti opc¢enite ¢injenice o homomorfizmima koje smo veé¢ dokazali.
Zaista, svojstvo (2) koje glasi I, " = I,-1, za sve g € G, se pomoc¢u ® zapisuje kao

D(g) = (g7,

za sve g € G, a to je svojstvo (2) homomorfizama grupa koje upravo kaze da je slika inverza
jednaka inverzu slike.

Svojstvo (3) unutarnjih automorfizama slijedi iz Cinjenice da je slika homomorfizma
grupa. Naime, Im® = Int G, jer se unutarnji automorfizam odreden elementom g € G
dobije upravo kao ®(g).

Buduéi da je jezgra homomorfizma uvijek podgrupa, preostaje, za dokaz posljednje tvr-
nje teorema, izrac¢unati jezgru od ®. Po definiciji jezgre (podsje¢amo da je identiteta idg
neutralni element u Aut ), formulama za funkciju ® i unutarnji automorfizam I, dobivamo

Kerd = {ge€ G|P(g) =ids}
= {geG|l,=1idg}
= {g€G|I,(x) =idg(x) za svaki x € G}
= {g€G|g*x*g_1:xzasvakixEG}
= {geG|gxx=xxgzasvakiz € G},
a to je upravo definicija centra Z(G) grupe G. Pritom smo u zadnjem koraku na obje strane

jednakosti primijenili operaciju * s elementom ¢ s desna. U

LIJEPO Ovim dokazom smo ujedno jednostavnije dokazali i ranije dokazana svojstva
unutarnjih automorfizama. Klju¢na stvar u ovom dokazu je interpretacija svojstva (1) unu-
tarnjih automorfizama kao homomorfizma iz grupe G u Aut G. Takva interpretacija je lijepi
primjer algebraizacije u samoj algebri. Na neki nacin, iako se bavimo samim algebarskim
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strukturama (grupama i grupama njihovih automorfizama), moguce je preéi na visu ra-
zinu apstrakcije i uociti da neki objekt koji proucavamo i sam ima neka svojstva algebarske
strukture te na taj nacin iskoristiti opéenite Cinjenice o tim strukturama da bismo donijeli
zakljucke o proucavanom objektu. Ovakav nacin razmisljanja prisutan je i c¢esto se koristi
u Citavoj matematici. Algebra daje opéenite tvrdnje o algebarskim strukturama, a u kon-
kretnim problemima drugih podru¢ja matematike (kao i unutar same algebre) pokazuje se
iznimno korisnim uociti neku algebarsku strukturu te primjeniti te opc¢entite tvrdnje i time
rijesiti polazni problem. Kazemo da smo time algebraizirali polazni problem. Citavo dvade-
seto stolje¢e u povijesti matematike moze se na neki nacin smatrati stoljecem algebraizacije.

4. Primjeri homomorfizama

4.1. Homomorfizmi aditivne grupe cijelih brojeva. Neka je m prirodan broj. Pro-
matramo aditivnu grupu cijelih brojeva (Z, +) i funkciju f : Z — Z definiramo formulom

Fk) = mk

za sve k € 7, gdje je mnozenje na desnoj strani uobicajeno mnozenje cijelih brojeva.
Pokazimo da je f homomorfizam. Zaista, vrijedi

Flk+0) =mk+1)=mk+ml=fk) + f()
za sve k,l € 7.
Odredimo jezgru tog homomorfizma. Po definiciji jezgre dobivamo
Kerf = {keZ: f(k)=0}
= {keZ: mk=0}
= {keZ: k=0}
= {0}.
Dakle, jezgra je trivijalna, pa je prema kriteriju f monomorfizam.
Slika homomorfizma f je po definiciji jednaka

Imf = {f(k): keZ}
= {mk : keZ}
m.
Dakle, slika homomorfizma f je podgrupa mZ grupe (Z,+) koju smo ve¢ susreli u primje-
rima grupa. Uocimo da za sve m > 2 ta podgrupa nije jednaka ¢itavom Z pa tada f nije

epimorfizam. Za m = 1 vrijedi 1-7Z = Z, pa je tada f epimorfizam. Ali u tom slucaju
f(k)=1-k=Fkzasve k € Z, pa je tada f zapravo identiteta.

4.2. Kanonski epimorfizam cijelih brojeva na klase ostataka. Neka je m > 1
prirodan broj. Promatramo aditivnu grupu cijelih brojeva (Z,+) i aditivhu grupu klasa
ostataka (Z,, +m). Funkciju f : Z — Z,, definiramo formulom

f(k) = ostatak koji daje k pri dijeljenju s m.

Ako grupu Z,, shvatimo kao grupu klasa ekvivalencije obzirom na relaciju kongruencije
modulo m, onda se ta formula moze zapisati u obliku

f(k) = [K]
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za sve k € Z. Pritom koristimo oznaku [k] za klasu ekvivalencije cijelog broja k. Koristedi
definiciju zbrajanja klasa dobivamo

fle+1) =[k+1 = [k + [l = f(k) + f(I)

za sve k,l € Z. Dakle, f je homomorfizam.
Odredimo sada jezgru homomorfizma f. Po definiciji jezgre vrijedi

Kerf = {keZ: f(k)=[0]}

= {keZ: [k =10}

= {k€Z: k=0 modm}

= {k€Z: kjedjeljivs m}

m.
Dakle, po kriteriju f nije monomorfizam.
Budu¢i da za svaki r € Z,, postoji cijeli broj koji daje ostatak r pri dijeljenju s m,
zakljucujemo da je slika homomorfizma f jednaka
Imf =7Z,.

Dakle, f je epimorfizam. Ovakav epimorfizam se naziva kanonski jer Salje svaki cijeli broj u
njegovu klasu ekvivalencije.

4.3. Eksponencijalna funkcija. Uobicajena eksponencijalna funkcija f : R — R je
definirana formulom

f(z) =€,
gdje je e baza prirodnog logaritma. Medutim, dobro je poznato da ova funkcija nikada ne
poprima vrijednost nula. Stoga se eksponencijalna funkcija moze promatrati kao funkcija

f:R— R,

gdje je R* = R\ {0}. U primjerima grupa vidjeli smo da je (R, +) aditivna grupa realnih
brojeva, a (R,-) je multiplikativha grupa realnih brojeva. Prema tome, eksponencijalnu
funkciju mozemo shvatiti kao preslikavanje

f:R— R
izmedu te dvije grupe definirano formulom
flz) =€

Pokazimo da je tako shvacena eksponencijalna funkcija homomorfizam. Zaista, prema dobro
poznatim svojstvima eksponencijalne funkcije vrijedi

fla+y)= et = e et = f(z) - f(y)

za sve z,y € R. To je upravo uvjet iz definicije homomorfizma.
Odredimo jos jezgru i sliku tog homomorfizma. Prema definiciji, jezgra je jednaka

Kerf = {zeR: f(zx)=1}
= {zeR: e =1}
= {0}.
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Pritom smo koristili ¢injenicu da je e* = 1 ako i samo ako je z = 0. Buduci da je e® uvijek
pozitivan broj, te da se svaki pozitivan broj y moze dobiti kao

e =y,
zakljucujemo da je slika jednaka

Imf = {yeR,:y= f(x)zaneki z € R}
= {yeR,: y=¢€" zaneki z € R}
= {y:y>0}
= Ry,
gdje je R skup pozitivnih realnih brojeva.
Prema kriteriju za monomorfizam zakljucujemo da je eksponencijalna funkcija f : R —

R* monomorfizam, ali nije epimorfizam jer slika nije ¢itav R*. Takoder, kako je R slika
eksponencijalne funkcije, zakljucujemo da je (Rq,-) podgrupa grupe (R*,-).

4.4. Namatanje pravca na kruznicu. Namatanje pravca na jedinicnu kruznicu je
preslikavanje

f:R—S!

iz aditivne grupe (R, +) u grupu (S?, ) koje realnom broju x pridruzuje tocku na jedini¢noj
kruznici koja odgovara kutu od x radijana. Iz definicije sinusa i kosinusa poznato je da su
koordinate te tocke (cosx,sinz). Ako te koordinate zapisemo kao kompleksan broj dobivamo
formulu

f(z) =cosz +isinx = e,

za sve x € R. Uocimo da je

€| = |cosz +isinz| = Vcos? &+ sin? ¢ = 1,

pa je zaista f(z) € S! za svaki z € R. Tada je f homomorfizam jer po svojstvima ekspo-
nencijalne funkcije vrijedi

floty) = 0 = 5~ eit e = f(a). [(y)

za sve T,y € Z.
Prema definiciji, jezgra homomorfizma f je jednaka

Kerf = {zeR: f(z) =1}
= {x ER : e = 1}
= {zx€R:cosx=11i sinx =0}
= {reR: x=2krzanekikeZ}
= {2kr : keZ}
= 2nZ,
gdje smo s 277 oznacili skup svih “visekratnika” od 27, odnosno brojeva oblika 27k, gdje

je k € Z. Bududi da jezgra nije trivijalna, zaklju¢ujemo da f nije monomorfizam. Takoder,
kako je jezgra homomorfizma uvijek podgrupa, dobivamo da je (27Z, +) podgrupa od (R, +).
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Slika namatanja na kruznicu je citava kruznica jer se svaki kompleksan broj apsolutne
vrijednosti jedan moze prikazati u kompleksnom obliku kao cosx + ¢ sin x. Drugim rijecima,
za svaki z € S! postoji kut x € R takav da vrijedi
f(z) = €™ =cosz +isinr = 2.
Stoga je Imf = S*, pa je f epimorfizam.
4.5. Izomorfizam grupe klasa ostataka 7Z,, i grupe korijena iz jedinice p,,. Neka

je m > 1 prirodan broj. Ovim primjerom pokazujemo da je aditivna grupa (Z,,, +,) klasa
ostataka modulo m izomorfna grupi m-tih korijena iz jedinice (g, ). Neka je funkcija

f 2 — tim

definirana formulom

FORD) = 22 = cos (@) +isin (%J>

za sve klase [k] € Z,,, gdje je i = v/—1.

Buduéi da je funkcija f definirana na klasama ostataka [k] € Z,,, a u formuli se koristi
predstavnik klase k, najprije je potrebno utvrditi je li definicija dobra, odnosno ovisi li o
izboru predstavnika. Neka su k i k&’ dva predstavnika iste klase ostataka modulo m. To znaci
da vrijedi

kE=k modm,
Sto je ekvivalentno tome da je k — k' djeljivo s m. Dakle, postoji a € Z takav da je
kE—k =am.

Sada je jasno da vrijedi

2ki 2(k' +am)mi 2k i . 2k i . 2k i
L) +2ami 5 T 2a7mi =
e m p— 6 m pr— e m pr— e m . e = e m 5

pri ¢emu smo koristili ¢injenicu da je
e?*™ = cos(2ar) +isin(2ar) =1+i-0=1

za sve a € Z. Time smo dokazali da definicija funkcije f zaista ne ovisi o izboru predstavnika.
Za sve [k], [l] € Zy, vrijedi

2(k+)mi 2kmi 2l

FUR+) =f(k+)=em =em -em = f([K]) - f([1])-

Stoga je f homomorfizam.
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Odredimo jezgru homomorfizma f. Po definiciji jezgre dobivamo

Kerf = {[k] € Zy : f([k]) =1}
= {[k] €Ly, : eI = 1}

_ {[k] € L, : cOS (2]%) +isin (2]%) = 1}
ez oo (27) e (27) 0]

2k
= {[k]eZm : —W:2a7rzanekiaEZ}

m
= {[k] € Z,, : k =am zaneki a € Z}
= {[k|€Z, : k=0 mod m}
= {[0]}-
Dakle, jezgra Kerf je trivijalna jer se sastoji samo od neutralnog elementa [0] € Z,,. Prema
kriteriju za monomorfizam, zaklju¢ujemo da je f monomorfizam.
Slika homomorfizma f je
Homn.-
Naime, proizvoljni m—ti korijen iz jedinice

2kmi

em € ln,

gdje je k € Z, se dobiva upravo kao slika klase ostataka [k] € Z,, jer vrijedi

2kmi

f(R]) = e

Dakle, f je i epimorfizam, pa onda i izomorfizam.

4.6. Trag matrice. Trag kvadratne matrice je zbroj elemenata na njenoj glavnoj (pa-
dajucoj) dijagonali. Trag matrice A € M, ,(F), gdje je F jedan od skupova brojeva Q, R i
C, oznacavamo s tr(A). Ako je

11 Gir2 ... QAinp
G21 dAg22 ... dzn

A= ) ) € M, ,(F),
Qp1 Ap2 ... Qpnp

onda je trag jednak
tr(A) =a11 + a2+ ...+ app = Z akx € F.

Dokazimo da je trag homomorfizam s aditivne grupe matrica (M, ,(F),+) u aditivou grupu
brojeva (F,+). Zaista, za proizvoljne matrice A = (a; ;) € Mnn(F) B = (b; ;) € M, ,(F),
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gdje 2,7 =1,...,n, vrijedi
tr(A+ B) = tr((ai;) + (biy)) = tr ((ai; + biy))

= Z(ak,k +bry) = Z gk + Z bk
k=1 k=1 k=1

= tr((aiy)) + tr((bi;)) = tr(A) + tr(B).
Jezgra traga je prema definiciji jednaka

Ker(tr) = {A€ M,,(F) : tr(A) =0}

= {A = (ai’j) € Mn,n(F) : Z(lhk = 0} .
k=1
Dakle, jezgra se sastoji od svih matrica kojima je zbroj dijagonalnih elemenata jednak nuli, pa
takve matrice ¢ine podgrupu aditivne grupe matrica M, ,,(F'). Prema kriteriju zaklju¢ujemo
da trag nije monomorfizam.
Slika traga jednaka je
Im(tr) = F

jer je svaki broj x € F jednak tragu neke matrice iz M,, ,(F). Primjerice, matrica koja na
presjeku prvog retka i prvog stupca ima broj x, a na svim ostalim mjestima nule, ima trag
jednak upravo x. Dakle, trag je epimorfizam.

4.7. Determinanta matrice. Determinanta se moze definirati za sve kvadratne ma-
trice iz M, ,(F'), gdje je F' jedan od skupova brojeva Q, R i C. Podsjetimo da je matrica
iz. M, ,, regularna ako i samo ako njena determinanta nije jednaka nuli. Regularne matrice
tvore grupu obzirom na mnozenje matrica koju smo oznacili GL, (F') i zvali opéa linearna
grupa. Stoga mi promatramo determinantu kao preslikavanje

det : GL,(F) — F~*

iz grupe (GL,(F),-) u grupu (F*,-) invertibilnih elemenata u F obzirom na operaciju
mnozenja. Uocimo da za sve skupove brojeva koje koristimo u ovom primjeru vrijedi
F* = F\{0}.

Determinanta, shvac¢ena kao preslikavanje iz G L, (F), je homomorfizam jer prema Binet—
Cauchyjevom teoremu vrijedi

det(A- B) =det A-det B

zasve A, B € GL,(F). Zapravo, Binet-Cauchyjev teorem vrijedi za sve matrice iz M,, ,(F),
ali nama je dovoljno GL,,(F).
Prema definiciji, jezgra determinante je jednaka

Ker(det) = {A€ GL,(F) : det A=1}
= SL,(F).
Podsjetimo da je specijalna linearna grupa S L, (F') upravo tako i definirana kao skup matrica
determinante jedan. Prema kriteriju slijedi da determinanta nije monomorfizam.

Slika determinante je jednaka
Im(det) = F*.



4. PRIMJERI HOMOMORFIZAMA 57

Naime, svaki broj x € F'* jednak je determinanti neke regularne matrice. Primjerice, deter-
minanta matrice koja na presjeku prvog retka i prvog stupca ima taj broj x # 0, na svim
ostalim mjestima na dijagonali broj 1, a na svim mjestima izvan dijagonale nule, jednaka je
x. Dakle, determinanta je epimorfizam.

4.8. Homomorfizam aditivne grupe realnih brojeva i opée linearne grupe
GLs(R). Neka je (R, +) aditivna grupa realnih brojeva, a (GLy(R),-) opéa linearna grupa
regularnih matrica reda 2. Definiramo preslikavanje

f R = GLy(R)

cosf sinf
fw)(—sin@ cos@)
za sve 0 € R. Uocimo da je

det( cos  sinf ) = cos?f +sin’h =1

formulom

—sinf cosf

pa je f(f) zaista regularna matrica.
Dokazimo da je f homomorfizam. Koristeéi adicione formule za trigonometrijske funkcije,
dobivamo

Fo0- 50 =

cos 0, cos 05 — sin 0 sin 6, cos 01 sin 65 + sin 6y cos 69
—sin#; cosfy, — cos By sinf, — sin B sin 65 + cos 01 cos O

—sinf; cosb, —sinfy cosb,

cosf; sinb, ) _ < cosfly  sinfy )

cos(by + 03)  sin(fy + 09)
- —sin(fy + 6) cos(0y + 65)
= f(01+02)

za sve 01,0, € R. Dakle, f je zaista homomorfizam.
Odredimo jezgru homomorfizma f. Prema definiciji, jezgra je jednaka

Kerf = {#eR: f(8) =L}

cosf sind 1 0
- {QGR’ (—sin@ cos@):<0 1)}

= {#e€R :cosf =1,sinf =0}
= {#eR :0=2krzaneki k € Z}
= 2.

¢

Dakle, jezgru ¢ine svi “visekratnici” broja 27 u R. Prema kriteriju, f nije monomorfizam.
Pokazuje se da je slika homomorfizma f jednaka

Imf = SO(2)

specijalnoj grupi ortogonalnih matrica reda 2. Ve¢ smo vidjeli da je matrica

£(9) = ( cos?  sind ) € SLu(R).

—sind cosd
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jer ima determinantu jednaku jedan. Takoder vrijedi

. : )
¢ _ cos?  sind cos?  sinv
f@)-f0) = ( —sind 00519>'< —sind 00819>
costy —sind _ cost¥ sind
sind  cos?d —sind  cosd
_ ( cosZ ¥ + sin? ¥ cosﬁsinﬁ—sim?cosﬁ)

sin ¥ cos ¥ — cos I sin sin? ¥ + cos? ¥

- (o)

Dakle, matrica f(¢) pripada podgrupi O(2), pa stoga i SO(2) = O(2) N SLy(R).
Treba dokazati da je SO(2) ¢itava slika. Neka je

A:(Z Z)ESO(?)

proizvoljna. Tada vrijedi 'A - A = I, ali buduéi da je SO(2) grupa, to znaci da je A~! =*A
inverz matrice A, pa je
ATA="A- A= L.

Mnozenjem matrica dobivamo
. a b\ 'fab
A4 = ( c d ) ( c d >
_ a b\
- c d
a’>+b* ac+bd
ac+bd +d* )
Kako je A € SO(2), ova posljednja matrica je jednaka jedini¢noj matrici. Time smo dobili
tri uvjeta
A+ =1, A+d*=1, ac+bd=0,
a zbog determinante koja je jednaka jedan, dobivamo i ¢etvrti uvjet

det A=ad —bc=1.

Prva dva uvjeta pokazuju da tocke (a,b) i (¢, d) leze na jedini¢noj kruznici sa srediStem u
ishodistu koordinatnog sustava. Stoga postoje realni brojevi 9, ¢ € R takvi da je

a=-cosv, b=sind, c=-cosp, d=sine.
Preostala dva uvjeta odreduju vezu izmedu 9 i . Naime, prema adicionim formulama vrijedi
ac+bd = costcosp + sindsin
= cos(p — V),
ad —bc = cos?sinp — sin cos @

= Sin((p - 19)7
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pa je razlika ¢ — 19 odredena uvjetima
cos(p — 1) =0, sin(p—1)=1.
Dakle,
o—V=—+2%r kel

2
[zrazimo li ¢ i uvrstimo u izraze za c i d dobivamo

¢ = cosp = cos(V + g + 2km) = —sind,

d = sin p = sin(J + g + 2km) = cos .

Dakle, za proizvoljnu matricu A € SO(2), pokazali smo da postoji ¥ € R takav da je

cost  sind a b
f(ﬁ):(—sinﬁ cosf}):<c d):A’
To znadi da je proizvoljna matrica A € SO(2) u slici homomorfizma f, pa je njegova slika
zaista jednaka SO(2).

4.9. Homomorfizmi grupa malog reda. U poglavlju o primjerima grupa proucavali
smo Cayleyjeve tablice kona¢nih grupa i to posebno grupa malog reda. Kako jos nismo uveli
pojam homomorfizma, tamo smo govorili o apstraktnoj strukturi grupe i njenim realizaci-
jama. To sada mozemo preformulirati.

Naime, ako se dvije Cayleyjeve tablice kona¢nih grupa mogu jedna iz druge dobiti pre-
imenovanjem elemenata, to znaci da postoji bijekcija izmedu elemenata koja je ujedno i
homomorfizam jer Salje jednu Cayleyjevu tablicu u drugu. Dakle, u novoj terminologiji,
takve dvije tablice su Cayleyjeve tablice izomorfnih grupa. Ako promatramo apstraktnu
strukturu svake dvije izomorfne grupe imaju jednaku strukturu, ali mogu se razlikovati u
oznakama i poretku elemenata. To smo ranije zvali realizacijama iste apstraktne strukture
grupe.

Vidjeli smo da postoji samo jedna struktura grupe reda dva i reda tri. To znaci da su sve
grupe reda dva, te sve grupe reda tri, medusobno izomorfne. Za grupu reda cetiri vidjeli smo
da postoje dvije Cayleyjeve tablice koje se jedna iz druge ne mogu dobiti preimenovanjem
elemenata. Jedna je Cayleyjeva tablica grupe ostataka Z,, a druga direktnog produkta
Zo X Zo. Dakle, svaka grupa reda cetiri je izomorfna jednoj od te dvije grupe.

5. Lijeve i desne klase, Lagrangeov teorem

5.1. Napomena o oznaci operacije. Od ovog mjesta prestajemo koristiti * kao oz-
naku za binarnu operaciju u grupi. Umjesto toga, radi kratkoce, koristimo oznaku -, kao za
mnozenje. Od sada kad kazemo “neka je G grupa” podrazumijevamo da je - operacija na G.
Prednost ove oznake je u tome $to umjesto g; - go mozemo pisati g;¢s, i time u potpunosti
ispustati oznaku operacije. Ovaj nacin pisanja je uobic¢ajen za mnozenje brojeva, primjerice
ako su a,b € R, njihov produkt se pise ab. Stoga ¢emo ponekad za neku opcéenitu binarnu
operaciju ¢ak i re¢i mnozenje, a za rezultat binarne operacije produkt. Na primjer, frazu
“primjenimo na obje strane jednakosti operaciju * s elementom g s lijeva” ¢emo od sada
zamijeniti frazom “pomnozimo s lijeva obje strane jednakosti elementom ¢”.
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5.2. Definicija. Neka je G grupa (podrazumijevamo da je operacija -). Neka je H
podgrupa od G. Neka je element a € G fiksiran. Lijeva klasa grupe G po podgrupi H
predstavljena elementom a je skup

aH = {ah|h € H},
a desna klasa grupe GG po podgrupi H predstavljena elementom a je skup
Ha={ha|h € H}.

Element a zovemo predstavnikom lijeve klase aH, odnosno desne klase Ha. Predstavnik je
uvijek element i lijeve i desne klase koju predstavlja jer je e € H. Buduéi da sve tvrdnje o
lijevim klasama vrijede i za desne klase, te se dokazuju na isti nacin, u ovom ¢emo poglavlju
sve dokaze detaljno napraviti samo za lijeve klase. Odgovarajuce tvrdnje i dokaze za desne
klase ¢emo samo komentirati.

5.3. Operacija na podskupovima grupe. Neka je G grupa. Neka su S i T" podsku-
povi od G, koji mogu, ali ne moraju, biti grupe. Sli¢no kao lijeve i desne klase, mozemo
definirati i operaciju na podskupovima

ST = {st|se S,teT}.

Produkt ST je naprosto novi podskup od G. Cak i ako su S i T' podgrupe, njihov produkt
ST nije uvijek podgrupa od G. Medutim, za podgrupu H od G vrijedi HH = H, jer zbog
zatvorenosti je HH C H, a obratna inkluzija se dobije jer je neutralni element e u H, pa se
svaki element h € H moze zapisati kao h = eh € HH. Kao zadatak ¢itaocu ostavljamo da
odredi koju algebarsku strukturu ¢ini partitivni skup P(G) grupe G uz operaciju mnozenja
podskupova.

Mnozenjem skupova ¢uvaju se njihove inkluzije. Preciznije, za podskupove S, Sy, So i T
grupe G, te elemente a,b € G vrijede sljedece tvrdnje:

(1) ako je S; C S5, onda je T'S; C TSy 1 S1T C SoT),
(2) ako je S; C 95, onda je aS; C aSs i Sia C Ssa,
(3) ako je a € S, onda je ba € bS i ab € Sb,

(4) ako jea € S, onda je Ta € TS iaT € ST.

Dovoljno je dokazati tvrdnju (1) jer je ona najopcenitija. Preostale tvrdnje su posebni
slucajevi tvrdnje (1) u kojima ulogu nekih od skupova iz tvrdnje (1) preuzima element
grupe G kojeg mozemo interpretirati kao jednoclani skup. Za dokaz tvrdnje (1) uo¢imo da
je proizvoljni element skupa 7T'S; oblika ts, gdje jet € T'i s € S;. Ali 7 C Sy, paje s € S,
odnosno ts € T'Sy. Sluéaj mnozenja s T' s desna se dokazuje na potpuno jednak nacin.

5.4. Svojstva lijevih klasa. Neka je G grupa i H njena podgrupa. Neka su a,b € G.
Tada vrijedi

(1) a='b € H ako i samo ako aH = bH, odnosno a i b su predstavnici jedne te iste lijeve
klase.

(2) a™'b € H ako isamo ako a HNbH = (), odnosno lijeve klase predstavljene elementima
a i b su disjunktne.

Dakle, dvije lijeve klase su ili jednake ili disjunktne, obzirom da za proizvoljne a,b € G
element a0 ili je u H ili nije u H.
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DoxAz. Najprije dokazujemo prvo svojstvo. Pretpostavimo da je a='b € H. MnoZenjem
s lijeva s elementom a te s desna s podgrupom H, prema tvrdnjama (3) i (4) o mnozenju
podskupova dobivamo

bH = a(a 'b)H C aHH = aH.

Time smo dokazali jednu inkluziju. Za drugu iskoristimo ¢injenicu da je H grupa pa je inverz
od a~'b takoder u H, odnosno

(')t =blacH !
Mnozeéi s lijeva elementom b, te s desna podgrupom H, dobivamo
aH =b(b"'a)H C bHH = bH,

a to je upravo druga inkluzija.

Za obrat prvog svojstva, pretpostavimo da je aH = bH, odnosno da su a i b predstavnici
iste lijeve klase. Posebno to znaci da je b € aH (takoder i a € bH, ali to nam nece trebati).
MnoZedi s lijeva elementom a~! dobivamo

a'b€a(aH) = H,

Sto smo i trebali dokazati.

Za drugo svojstvo, dokazimo najprije da ako vrijedi a'b € H, onda je aH NbH = (.
Pretpostavimo suprotno, odnosno da vrijedi a='b &€ H i da postoji element z € aH N bH.
Moramo dobiti kontradikciju. Tada, zato sto je z € aH, postoji hy € H takav da x = ahy,
te zato Sto je x € bH, postoji ho € H takav da je x = bhy. Izjednaciv si dvije formule za x
dobivamo

ah1 = bh2
Pomnozimo tu jednakost elementom a~' s lijeva i elementom h,' s desna. Dobiva se
hihyt = a” al)hy' = a™ (bho)hy ' = a™'D.

Budu¢i da je H podgrupa, lijeva strana ove jednakosti je iz H, dok desna strana nije iz H
po pretpostavci. Time smo dosli do kontradikcije.

Za obrat drugog svojstva, pretpostavimo da je aH NbH = (). Kad bi tada a1 € H,
onda bi mnozenjem s lijeva elementom a dobili

b=a(a"'b) € aH.

Ali b je predstavnik lijeve klase bH, pa stoga i element te klase. Dakle, dobili smo kontra-
dikciju jer je b € aH NbH, koji je prazan skup po pretpostavci. O

U ovoj formuli je mali Mak Grbac dana 22. srpnja 2010. godine, kao beba od samo 14 mjeseci i 8 dana,
nadopisao “(a='b)7! =b7la € kzzzkjzt2H.”. Mi ne znamo §to to znaéi, ali sigurno je nesto jako vazno $to
mi odrasli ne mozemo razumjeti. Mislimo da je klju¢an za razumjevanje faktor 2 koji se javlja ispred H, a
k ispred trostrukog z bi mogao znaciti “keksi¢ prije spavanja”.
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5.5. Lijeve klase kao klase ekvivalencije. Lijeve klase se mogu interpretirati kao
klase ekvivalencije za pogodno definiranu relaciju ekvivalencije na grupi GG. Neka je ~;
relacija na grupi G, definirana za a,b € G sa

a~;bakojea'be H.

To je relacija ekvivalencije. Zaista,
(1) a~azasvea€Gjeralta=e€ H,
(2) ako je a ~; b, onda a™'b € H, pa je i inverz (a='b)™' =b~'a € H, te stoga b ~; a,
(3) ako je a ~; bib ~; ¢, onda je a™'b € H i b~'c € H, pa je i njihov produkt
(a™'b) (b7 c) = a~'c € H, te stoga a ~; c.
Odredimo klase ekvivalencije za relaciju ~;. Klasa [a| predstavljena elementom a € G je po
definiciji klase ekvivalencije jednaka

[a] = {g€Gla~ig}
= {9yeGla'ge H}
= {9€GlgeaH}
= aH,

pri cemu smo u drugom koraku uvjet pomnozili s lijeva elementom a. Dakle, klase ekviva-
lencije relacije ~; su upravo lijeve klase. Stoga ¢emo relaciju ~; zvati lijeva relacija. Od tuda
dolazi indeks [ u oznaci relacije.

Cinjenica da su lijeve klase zapravo klase ekvivalencije relacije ~; daje jednostavniji dokaz
prethodnih svojstava lijevih klasa. Naime, prvo svojstvo kaze da je a ~; b ako i samo ako
su klase aH i bH jednake, a drugo da je a +¢; b ako i samo ako su klase aH i bH disjunktne.
Ali to su upravo osnovna svojstva klasa ekvivalencije. One su jednake ako i samo ako su im
predstavnici u relaciji, a disjunktne ako i samo ako nisu u relaciji.

5.6. Teorem. Neka je G grupa i H njena podgrupa. Tada vrijedi
laH| = |H| = [Hal

za sve a € G, gdje | | oznacava kardinalni broj skupa (broj elemenata za kona¢ne skupove).
Dakle, sve lijeve i sve desne klase imaju jednak kardinalni broj (broj elemenata), i on je
jednak kardinalnom broju (broju elemenata) same podgrupe H.

Doxkaz. Jednakost kardinalnih brojeva dvaju skupova po definiciji zna¢i postojanje bi-
jekcije izmedu njih. Dakle, treba odrediti bijekcije

o H—aHipy: H— Ha,

a onda pomocu njih dobivamo i bijekciju g4 o gpl_l :aH — Ha (to je zapravo tranzitivnost
jednakosti kardinalnih brojeva).
Funkciju ¢; : H = aH definiramo formulom

QOl(h) = ah
za sve h € H. Tada je y; injekcija zato $to jednakost slika ;(hy) = ¢;(hs), za neke hy, hy €
H, povlac¢i da je ah; = ahs, pa mnozenjem elementom a~' s lijeva dobivamo h; = hs.

Takoder, ¢; je surjekcija, jer je proizvoljni element lijeve klase aH oblika ah za neki h € H,
pa se dobije kao slika ¢;(h) tog elementa h.
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Analogan dokaz bijektivnosti za funkciju ¢4 : H — Ha, definiranu formulom
wa(h) = ha

za sve h € H, prepustamo ¢itaocu. 0

5.7. Napomena o desnim klasama. Nije tesko odrediti analogna svojstva desnih
klasa, te interpretaciju tih klasa kao klasa ekvivalencije za relaciju na G koju ¢emo zvati
desna relacija i oznacavati ~4. U svojstvima lijevih klasa valja promijeniti uvjete a='b € H
i a~'b & H uvietima ab™* € H i ab~* ¢ H, te naravno lijeve zamijeniti desnim klasama. Iz
toga je odmah jasno da se desna relacija definira kao

an~gbakoab™t e H
za a,b € G.

5.8. Lema. Neka je G grupa i H njena podgrupa. Neka su ~; i ~y lijeva i desna relacija
na G ranije definirane pomoc¢u podgrupe H. Tada vrijedi

a ~; b ako i samo ako @'~y b7 L,
za sve a,b € G.

DoKAz. Po definiciji lijeve relacije a ~; b ako i samo ako a='b € G. Taj uvjet mozemo
zapisati kao a=1(b~1)~! € H i shvatiti ga, po definiciji desne relacije, kao a=! ~4 b~1. O

5.9. Teorem. Neka je G grupa i H njena podgrupa. Oznac¢imo s G/H skup svih lijevih
klasa, a s H\G skup svih desnih klasa grupe G po podgrupi H. Tada vrijedi

|G/H| = [H\G.

Dakle, kardinalni broj skupa lijevih klasa jednak je kardinalnom broju skupa desnih klasa,
odnosno lijevih i desnih klasa ima jednako mnogo. Indeks podgrupe H u grupi G, u oznaci
|G : HJ, definiramo kao taj kardinalni broj ako je konacan, odnosno kao beskonacno ako je
taj kardinalni broj beskonacan.

Dokaz. Da bi dokazali jednakost kardinalnih brojeva treba odrediti bijekciju izmedu
G/H i H\G. Funkciju ¢ : G/H — H\G definiramo formulom

o(aH) = Ha™

za sve aH € G/H. PAZI Pritom valja biti oprezan. lako smo naizgled napisali eksplicitnu
formulu za funkciju ¢, nije odmah jasno da je ¢ time dobro definirana. Problem je u tome
sto se u nasoj formuli za vrijednost funkcije ¢ na nekoj lijevoj klasi aH javlja predstavnik
te klase a koji zapravo nije jedinstven. Ako je b neki drugi predstavnik iste lijeve klase,
odnosno aH = bH, onda bi prema nasoj formuli vrijednost funkcije ¢ na toj lijevoj klasi bila
jednaka desnoj klasi Ha™! ako se racuna pomoc¢u predstavnika a, odnosno desnoj klasi Hb*
ako se rac¢una pomocu predstavnika b. Stoga, uvijek kada pokusamo definirati funkciju na
klasama ekvivalencije koriste¢i u formuli predstavnika klase prije svega treba provjeriti da je
takva funkcija dobro definirana, odnosno da formula koju smo napisali ne ovisi o tome kojeg
predstavnika klase izaberemo.

U nasem slucaju, neka su a,b € GG dva predstavnika iste lijeve klase, odnosno aH = bH.
Interpretirajuéi lijeve klase kao klase ekvivalencije lijeve relacije, to znaci da je a ~; b. Prema
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lemi je onda i a=! ~4 b7, pa stoga Ha™' = Hb~'. Dakle, a=! i b~! su predstavnici iste
desne klase, pa je ¢ dobro definirana.

Za injektivnost, pretpostavimo da je p(aH) = ¢(bH) za neke a,b € G. To znaci da je
Ha™' = Hb!, odnosno a=! ~4 b~!. Opet prema lemi, onda je a ~; b, odnosno aH = bH.
Time smo dokazali injektivnost funkcije .

Surjektivnost funkcije ¢ takoder vrijedi, zato Sto je proizvoljna desna klasa oblika Ha za
neki a € G, pa se dobije kao

ol 'H)=H(a ") = Ha.
Dakle, ¢ je zaista bijekcija. 0

5.10. Teorem. Neka je GG grupa i H njena podgrupa. Tada vrijedi
G| =[G - H] - |H],

gdje su |G| i |H| redovi grupa G i H, respektivno, a [G : H] indeks podgrupe H u grupi
G. Pritom produkt na desnoj strani smatramo beskonacnim ako je barem jedan od faktora
beskonacan.

DokAz. Neka je najprije G kona¢na grupa. Tada je i H konac¢na. Bududci da su lijeve
klase zapravo klase ekvivalencije lijeve relacije, one ¢ine particiju grupe GG. Dakle, unija svih
lijevih klasa po podgrupi H je citava grupa G i svake dvije razlicite klase su disjunktne.
Broj lijevih klasa je stoga konacan i po definiciji jednak indeksu [G : H|. Ranije smo veé
dokazali da svaka lijeva klasa ima to¢no |H| elemenata. Dakle, buduéi da je unija [G : H| u
parovima disjunktnih skupova, od kojih svaki ima |H| elemenata, jednaka ¢itavoj grupi G,
zakljuéujemo da zaista vrijedi |G| =[G : H| - |H|.

Neka je sada G beskonacéna grupa. Treba dokazati da je red podgrupe H ili indeks [G : H]
beskonacan. Zaista, kad bi i red grupe G i indeks [G : H]| bili konacni, onda isti argument
kao u prvom dijelu dokaza pokazuje da bi onda i red grupe GG bio konacan. O

5.11. Korolar (Lagrangeov teorem).? Neka je G konacna grupa. Tada, za svaku
podgrupu H od G vrijedi
H| |G,
odnosno red svake podgrupe dijeli red ¢itave grupe. Posebno, red svakog elementa dijeli red
¢itave grupe.

DokAz. Iz prethodnog teorema je ocito da red |H| dijeli red |G|. Red elementa g € G
jednak je redu podgrupe (g) generirane tim elementom, a prema prethodnom taj red dijeli
red citave grupe. U

6. Normalne podgrupe i kvocijentne grupe

6.1. Motivacija. Jedan od ciljeva teorije grupa je odrediti strukturu grupa. To se moze
raditi na nacin da se pronalaze podgrupe, koje su manje od Citave grupe pa se u principu
moze njihova struktura jednostavnije odrediti. Medutim, da bi se iz toga moglo do¢i do
informacija o strukturi ¢itave grupe, potrebno je na neki nac¢in poznavati i strukturu dijela
grupe koji nije u podgrupi. Drugim rijecima, potrebno je poznavati skupove lijevih i desnih
klasa grupe G po podgrupi H. Stoga bi bilo korisno na neki na¢in prenijeti binarnu operaciju

2Lagrange je bio...
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iz grupe na te skupove lijevih i desnih klasa. Medutim, to se ne moze napraviti za klase po
bilo kakvoj podgrupi. Podgrupe za koje je to moguce se zovu normalne podgrupe, a grupa
lijevih i desnih klasa, koje su u slu¢aju normalne podgrupe jednake, zove se kvocijentna

grupa.

6.2. Uvjet dvije zvjezdice za lijeve klase. Podsjetimo se uvjeta dvije zvjezdice (xx),
kojeg smo prvi put susreli kod primjera aditivnih i multiplikativnih grupa klasa ostataka ci-
jelih brojeva pri dijeljenju. U tom sluc¢aju promatrali smo skup klasa ekvivalencije za relaciju
= (mod m) kongruencije modulo neki prirodni broj m. Da bi mogli prenijeti operaciju zbra-
janja i mnozenja cijelih brojeva na te skup tih klasa trebalo je provjeriti uvjet (xx) koji
osigurava da operacija ¢uva relaciju. Opcenito, ako je G grupa i ~ relacija ekvivalencije na
G, uvjet (xx) glasi

xx) ako za a,b,a’,b/ € G vrijedi a ~d' i b~ b, onda vrijedi i ab ~ a'b’.
J

U slucaju lijevih klasa grupe G po podgrupi H relacija ekvivalencije je lijeva relacija ~;.
Stoga, da bi prenijeli operaciju s grupe G na lijeve klase, mora vrijediti uvjet dvije zvjezdice
za relaciju ~;, odnosno

(xx) ako za a,b,a’,V/ € G vrijedi ad’™' € H i bW/~ € H, onda vrijedi i ab(a’t')™ € H.
Raspisimo taj uvjet eksplicitnije.
Izraz ab(a’b’)~' € H se moze zapisati u obliku
ab(a't') ™t = abb' a7t = a(bb)a " (ad ) € H.
Po pretpostavci je aa’~' € H, pa je gornji izraz element podgrupe H ako i samo ako je

a(bbHa' € H,

pri ¢emu je, takoder po pretpostavci, bb’'~! € H. Proizvoljni element h € H moZemo napisati
u obliku b0, gdje su b i & pogodno izabrani elementi grupe G' (na primjer b = h i b = e).
Time smo dokazali da je uvjet (xx) za lijevu relaciju ~; ekvivalentan uvjetu

(xx;) ghg™ € H za svaki h € H i za svaki ¢ € GG, odnosno konjugat svakog elementa
podgrupe H proizvoljnim elementom grupe G je opet element podgrupe H.

Pritom smo oznaku a za proizvoljni element grupe GG zamijenili oznakom g.
Koriste¢i zapis operacije na skupovima uvjet (x%;) se moze zapisati u obliku
(xx;) gHg™' C H za svaki g € G,

Sto ¢emo koristiti u definiciji normalne podgrupe.

6.3. Normalna podgrupa. Neka je G grupa i N njena podgrupa. Tada su sljedeci
uvjeti ekvivalentni:

(1) gNg=' C N za svaki g € G,

(2) gNg=' = N za svaki g € G,

(3) gN = Ng za svaki g € G.
Ako podgupa N zadovoljava te ekvivalentne uvjete, naziva se normalna podgrupa, u oznaci
N < G. Uocimo da je uvjet (1) zapravo uvjet (k).
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DokAz. Dokazimo najprije da uvjet (1) implicira uvjet (2). Buduéi da uvjet (1) vrijedi
za svaki ¢ € G, mozemo umjesto proizvoljnog elementa g uvrstiti njegov inverz g~!. Stoga
vrijedi

g 'NgC N
za svaki ¢ € G. Pomnozimo li tu inkluziju s lijeva elementom g, a s desna elementom ¢!
dobivamo
N =g(g~'Ng)g~' S gNg™'
za svaki g € G. Prema uvjetu (1), desna strana ove inkluzije je podskup od N, odnosno
gNg™'C N
za svaki g € G. Posljednje dvije inkluzije pokazuju da vrijedi
gNg~' =N

za svaki g € G. Obrat, odnosno da uvjet (2) implicira uvjet (1), je ocigledan jer jedna-
kost skupova uvijek implicira jednu inkluziju. Time smo dokazali da su uvjeti (1) i (2)
ekvivalentni.

Ekvivalencija uvjeta (2) i (3) slijedi mnoZenjem s desna elementom g, odnosno g—'.
Zaista, mnozenjem jednakosti iz uvjeta (2) elementom ¢ s desna dobivamo

gN = (gNg~')g = Ng

za svaki g € G, Sto je upravo uvjet (3). Obratno, mnozenjem jednakosti iz uvjeta (3)
elementom ¢g~! s desna, dobivamo

gNg~' = (Nglg~' =N
za svaki g € G, §to je upravo uvjet (2). O

6.4. Napomene. U definiciji normalne podgrupe koristimo oznaku N kao oznaku pod-
grupe grupe G. To je uobicajena oznaka za podgrupe koje su normalne.

Medu ekvivalentnim uvjetima iz definicije normalne podgrupe, uvjet (3) nam kaze da su
lijeva i desna klasa grupe G' po normalnoj podgrupi N predstavljene proizvoljnim elementom
g € GG medusobno jednake. To svojstvo ne vrijedi za proizvoljne podgrupe. Buduéi da su
lijeve i desne klase po podgrupi zapravo klase ekvivalencije za lijevu i desnu relaciju na grupi
G, jednakost klasa pokazuje jednakost tih relacija u slu¢aju normalne podgrupe, odnosno
~I=rg-

Uvjet (2) ¢emo malo detaljnije komentirati jer je to dobar primjer za objasniti vaznost
razlikovanja jednakosti i izomorfnosti dviju podgrupa. Dvije podgrupe su jednake ako su
jednake kao skupovi, odnosno ako se bas sastoje od istih elemenata velike grupe. S druge
strane, dvije podgrupe su izomorfne ako postoji izomorfizam izmedu njih, $to ne znaci da
moraju nuzno biti jednake kao skupovi, odnosno sastojati se od istih elemenata. Dakle,
jednakost je jaci uvjet od izomorfnosti.

Uvjet (2) bas trazi da su gNg~' i N jednake, a ne samo izomorfne. Drugim rije¢ima,
proizvoljni konjugat podgrupe N mora biti bas jednak podgrupi N. Uvjet izomorfnosti
podgrupe i njenog proizvoljnog konjugata je ispunjen za bilo koju podgrupu H grupe G, pa
ne donosi nista novo. Zaista, ako je H podgrupa od G i g € G proizvoljan, onda mozemo
definirati funkciju f : H — gHg~! formulom

f(h) = ghg™
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za svaki h € H. Uocimo da je f zapravo restrikcija unutarnjeg automorfizma I, sa grupe G
na njenu podgrupu H, pa je stoga f monomorfizam. Pri tome smo i za kodomenu umjesto G
uzeli gH g~! sto je upravo slika te restrikcije, pa je f i epimorfizam. Dakle, f je izomorfizam.

6.5. Teorem. Nekasu G i H grupe, te f : G — H homomorfizam grupa. Tada je jezgra
Ker f normalna podgrupa grupe G.

DoKkAz. Provjerimo da uvjet (1) iz definicije normalne podgrupe vrijedi za jezgru Kerf.
Tocnije, treba provjeriti da vrijedi

g(Kerf)g™' C Kerf

za sve g € (. Neka je z € Kerf proizvoljan element jezgre. Tada je f(x) = ey, pa prema
svojstvima homomorfizma vrijedi

flgzg™) = f(9)f(@)f(9)~" = f(@enf(9) " = f(9)f(9) " =en

za svaki g € G. Stoga je i grg~! € Kerf za svaki g € G. Kako je x € Kerf bio proizvoljan,
dokazali smo da zaista vrijedi

g(Kerf)g™' C Kerf,
za sve g € G. O

6.6. Primjer (trivijalna podgrupa). Neka je G grupa s neutralnim elementom e.
Njena trivijalna podgrupa {e} je normalna jer za svaki g € G vrijedi

g{erg™ = {geg™'} = {e},

pa je ispunjeno svojstvo (2) iz definicije normalne podgrupe. Dakle, trivijalna podgrupa je
normalna podgrupa svake grupe.

6.7. Primjer (Abelova grupa). Svaka podgrupa N Abelove grupe G je normalna.
Zaista, u Abelovoj grupi vrijedi

gNg ' =gg 'N =egN =N

1

za svaki ¢ € G, jer N i g~' mogu zamijeniti mjesta. To pokazuje da vrijedi uvjet (2) iz

definicije normalne podgrupe.

6.8. Primjer (podgrupa indeksa 2). Neka je N podgrupa grupe G indeksa [G :
N] = 2. Tada je N normalna podgrupa. Naime, grupa G ima dvije lijeve klase obzirom na
podgrupu N. Jedna od njih je sama podgrupa N, a druga sadrzi sve elemente koji nisu iz
N. Dakle,

| N, ako g € N,
gN—{ G\ N, akog¢ N.

Isto vrijedi i za desne klase, odnosno

| N, ako g € N,
Ng—{ G\ N, akog¢ N.

Dakle, lijeve i desne klase se podudaraju gN = Ng za sve ¢ € G. Prema uvjetu (3) iz
definicije normalne podgrupe vidimo da je N zaista normalna podgrupa.
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O‘id p1 P2 pP3 01 02 03 04

id | id P1 P2 pP3 01 0Oz 03 04
p1|pr p2 p3 id oy 03 04 Oy
p2|p2 p3s id p1 03 04 01 O9
p3 | ps id p1 p2 o4 01 02 O3
o101 04 03 03 id p3 p2 P
oy |09 01 04 03 p1 id p3 o
o3| 03 0y 01 04 p2 p1 td p3
04|04 03 02 01 pP3 P2 pP1 id
TABLICA 2. Cayleyjeva tablica grupe izometrija kvadrata

6.9. Primjer. Neka je G grupa i N njena normalna podgrupa. Ako je H podgrupa od
G koja sadrzi N, onda je N normalna podgrupa i u H. To je jasno iz definicije, jer ako
uvjeti iz definicije normalne podgrupe vrijede za svaki g € G, onda ¢e sigurno vrijediti i za
svaki g € H.

Medutim, obrat ne vrijedi. Neka je G grupa, K i H njene podgrupe takve da je K <
H < G. Ako je sada K normalna podgrupa od H, ona ne mora biti normalna podgrupa od
G. Cak i ako je K normalna u H i H normalna u G, ipak K ne mora biti normalna u G.
To zapravo znaci da relacija “biti normalna podgrupa” nije tranzitivna.

Kao primjer takve situacije, neka je G grupa izometrija kvadrata. Numerirajmo vrhove
kvadrata brojevima 1, 2, 3, 4 u pozitivnom smjeru (suprotno od kazaljke na satu). Osim
identitete id, izometrije kvadrata su tri rotacije py, ps i p3 oko sredista kvadrata u pozitivnom
smjeru za 90°, 180° i 270°, respektivno, te cetiri osne simetrije oy, 02, 03, 04 obzirom na
pravce kroz vrhove 1 i 3, kroz polovista stranica 12 i 34, kroz vrhove 2 i 4, kroz polovista
stranica 23 i 41, respektivno. Dakle,

G = {idv ,017027P3,017027U3,U4}

je grupa reda osam. Kao u primjeru grupe izometrija peterokuta, odredujemo Cayleyjevu
tablicu grupe G navedenu u tablici 2. Detalje racuna prepustamo ¢itaocu.
Promotrimo podskup
H= {Zd, pP2,01, 0'3}

grupe GG. Iz Cayleyjeve tablice mozemo iscitati da je H podgrupa od G. Naime, ako iz-
dvojimo iz Cayleyjeve tablice za grupu G retke i stupce koji odgovaraju elementima iz H,
dobivamo tablicu 3. Vidimo da se u tablici 3 javljaju samo elementi iz H, pa je to zaista
Cayleyjeva tablica podgrupe H. To je podgrupa reda cetiri, pa usporedivanjem s tablicama
koje smo ranije dobili, vidimo da je H izomorfna grupi Zs x Z,. To se najlakse vidi po
tome Sto je red sva tri elementa koji nisu neutralni jednak 2. Takoder, budu¢i da je prema
Lagrangeovom teoremu

G 8

zakljucujemo iz prethodnog primjera da je H normalna podgrupa od G.
Cayleyjeva tablica podgrupe H je simetri¢na obzirom na glavnu (padajuéu) dijagonalu.
To pokazuje da je H komutativna, pa su sve njene podgrupe normalne u H. Neka je

K = {’ld, 0'1}.
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O‘Zd P2 01 O3

id | id P2 01 O3
p2 | p2 td o3 01
01|01 O3 id P2
o3 |03 o1 pa id
TaBLICA 3. Cayleyjeva tablica podgrupe H grupe izometrija kvadrata

Bududi da je oy reda 2, to je podgrupa od H, pa stoga i normalna u H.
Time smo konstruirali grupu G i njene podgrupe K i H takve da vrijedi

K<H<KG

i pritom je K normalna podgrupa u H, te H normalna u G. Medutim, K nije normalna
podgrupa u citavoj grupi G jer, iz Cayleyjeve tablice za grupu G vidimo, primjerice, da je
lijeva klasa

oo K = {02, 1},
dok je desna klasa

Koy = {02, p3},
pa ne vrijedi svojstvo (3) iz definicije normalne podgrupe. Dakle, ovaj primjer pokazuje da
relacija biti normalna podgrupa nije tranzitivna.

6.10. Primjeri dobiveni kao jezgra homomorfizma. Dokazali smo da je jezgra ho-
momorfizma normalna podgrupa. Stoga iz primjera homomorfizama dobivamo primjere nor-
malnih podgrupa. Tako je primjerice specijalna linearna grupa SL, (F) normalna podgrupa
u op¢oj linearnoj grupi GL,(F') kao jezgra determinante definirane na G L, (F).

U svakoj grupi G centar grupe Z(G) je normalna podgrupa. Naime, vidjeli smo da je
centar Z(G) jezgra homomorfizma

d:G— AutdG

definiranog za g € G's ®(g) = 1, gdje je I, unutarnji automorfizam odreden konjugiranjem
elementom g.

6.11. Kvocijentna grupa. Neka je G grupa i N njena normalna podgrupe. Kao sto
smo ve¢ uocili, uvjet (1) iz definicije normalne podgrupe je ekvivalentan uvjetu (%) za lijevu
relaciju. Stoga se operacija iz grupe G moze prenijeti na skup lijevih klasa G /N koristedéi
predstavnike klasa. Toc¢nije, operacija na lijevim klasama je definirana kao

(g1N)(92N) = 192N,

za sve 1N, goN € G/N. Pritom uvjet (xx) osigurava da je ta definicija dobra, odnosno
neovisna o odabiru predstavnika lijevih klasa. Zaista, ako je g1 ~; g1 1 g2 ~; g5, odnosno
giN = ¢4 N i goN = ¢4 N, onda svojstvo (xx) za ~; daje g1g2 ~; ¢}95, pa stoga i g1goN =
9195N. Dakle,
(1N)(92N) = 192N = g195N = (91 N)(g5N).

Time smo dokazali da definicija ne ovisi o izboru predstavnika lijevih klasa. Buduéi da
je G grupa, ovako prenesena operacija s G na G/N zadrzava svojstva iz definicije grupe
zahvaljujuéi uvjetu (*x). Zaista, zatvorenost operacije na G/N je ocigledna, asocijativnost
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slijedi iz asocijativnosti u grupi GG, neutralni element je lijeva klasa koju predstavlja neutralni
element iz grupe G, a to je klasa

€G/N = 6(;N = N,

inverz klase gN € G/N je klasa

(gN)"=g7'N.
Stoga je G/N grupa. Ta grupa se naziva kvocijentna grupa grupe G po normalnoj podgrupi
N.

Na isti na¢in mogli smo definirati operaciju na skupu N\G desnih klasa grupe G po nor-
malnoj podgrupi N i time dobiti strukturu grupe. Medutim, kako se za normalne podgrupe,
prema uvjetu (3) iz definicije, lijeve i desne klase podudaraju, grupe G/N i N\G su zapravo
jedna te ista grupa. Mi smo odlucili pisati kvocijentnu grupu kao grupu lijevih klasa.

6.12. Primjer (grupe klasa ostataka kao kvocijentna grupa). Promotrimo adi-
tivhu grupu cijelih brojeva (Z,4+). Neka je m > 1 prirodni broj. Podgrupa mZ grupe Z
je normalna jer je Z Abelova grupa. Stoga mozemo definirati kvocijentnu grupu Z/mZ.
Lijeve klase su oblika k& + mZ, gdje je k € Z, a operacija zbrajanja na kvocijentnoj grupi je
definirana s

(k+mZ)+ (I +mZ)=(k+1)+mZ
za sve k,l € 7.
Uoc¢imo da su klase ekvivalencije ostataka pri dijeljenju s m upravo jednake lijevim kla-
sama ove kvocijentne grupe. Naime, za svaki k € Z, klasa [k] € Z,, je jednaka
k] = {l€Z :1=k modm}
= {l€Z :1—kEjedjeljivos m}
{Le€Z : 1 —keml}
= {leZ:lek+mZL}
= k+mZ.

Stoga mozemo definirati preslikavanje

f:Zy —7Z/mZ
formulom

f(k]) =k+mZ

za sve [k] € Z,. To preslikavanje je oc¢ito bijekcija jer smo vidjeli da se klase ostataka
podudaraju s lijevim klasama. Takoder, f je homomorfizam jer vrijedi

R+ 1) = f(k +1) = (B + 1) +mZ = (k +mZ) + (I + mZ) = f([k]) + f([])

zasve [k, [l] € Z,. Time smo dokazali da je grupa ostataka (Z,,, +,) izomorfna kvocijentnoj
grupi (Z/mZ,+).

Jos primjera kvocijentnih grupa ostavljamo za kasnije u poglavlju o teoremima o izomor-
fizmu jer ¢e nam oni omoguéiti da jednostavnije odredimo grupe kojima su te kvocijentne
grupe izomorfne.
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6.13. Primjer (kvocijentna grupa po trivijalnoj podgrupi). Medu primjerima
normalnih podgrupa naveli smo da je trivijalna podgrupa normalna u svakoj grupi G. To
znaci da mozemo formirati kvocijentnu grupu.

Medutim, sve lijeve klase obzirom na trivijalnu podgrupu {e} su jednoclane jer za svaki
g € G vrijedi

glet ={g}-

Stoga se mnozenje u kvocijentnoj grupi podudara s mnozenjem u G jer mozemo jednoclane
lijeve klase poistovjetiti s elementima iz G. Preciznije, mozemo definirati funkciju

f:G— G/{e}
naprosto formulom

f(g) = gle} = {g}.

Funkcija f je ocito izomorfizam. Time smo dokazali da je kvocijentna grupa po trivijalnoj
podgrupi izomorfna s polaznom grupom.

6.14. Teorem (podgrupe kvocijentne grupe). Neka je G grupa i N njena normalna
podrupa. Tada postoji bijekcija izmedu skupa svih podgrupa grupe G koje sadrze N i skupa
svih podgrupa grupe G/N. Pritom ta bijekcija podgrupi H grupe G koja sadrzi podgrupu
N pridruzuje kvocijentnu grupu H/N.

DokAz. Trazenu bijekciju dobivamo iz kanonskog epimorfizma za kvocijentnu grupu. To
je homomorfizam 7 : G — G/N definiran kao

m(g) = gN

za sve g € (G. To je zaista homomorfizam jer vrijedi

7(g192) = 192N = (¢1N)(92N) = w(g1)m(g2)
zasve gi, go € G. Homomorfizam 7 je surjektivan jer za proizvoljnu klasu g/V za predstavnika
g vrijedi
m(g) = gN.
Uoc¢imo da je jezgra
Kerm = {g€G : n(g9) =eq/n}

= {g€G: gN=N}

= {geG :geN}

= N.

Neka je S skup svih podgrupa grupe G koji sadrze N, a T' skup svih podgrupa od G/N.
Koristec¢i 7 definiramo funkciju ¢ : S — T" kao
p(H) = m(H)

za sve H € S. Bududi da je slika podgrupe pri homomorfizmu opet podgrupa, ova funkcije
je dobro definirana.

Dokazimo da je ¢ bijekcija. Za dokaz surjektivnosti neka je H’ proizvoljna podgrupa
od G/N. Ozna¢imo s H = n~*(H'). Tada je H podgrupa od G kao praslika podgrupe pri
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homomorfizmu. Takoder H sadrzi N jer je N jezgra od 7 pa je sadrzana u praslici svake
podgrupe. Dakle, H € S i vrijedi

o(H) = n(x (1)) = H'

jer je m surjektivan.

Za dokaz injektivnost pretpostavimo da su Hi, Hy € S takve da je ¢(H;) = ¢(H2). Po
definiciji funkcije ¢ to znaci da je w(H;) = w(Hz). Uocimo da za proizvoljnu podgrupu K
grupe G vrijedi

7(K)={kN : k€ K},
Sto znaci da se m(K) sastoji toéno od onih lijevih klasa iz G/ N ¢ijeg barem jednog predstav-
nika sadrzi podgrupa K. Dakle, H; i Hy imaju svojstvo da za iste lijeve klase u G/N sadrze
barem jednog predstavnika. Medutim, podgrupe H; i Hs sadrze N. Ako takva podgrupa
sadrzi predstavnika g neke lijeve klase gN iz G/N, onda sadrzi i ¢itavu lijevu klasu jer se ona
dobije mnozenjem tog predstavnika s elementima iz N za koje znamo da su u toj podgrupi.
Zakljucujemo da se Hy i Hs sastoje od istih lijevih klasa, pa su stoga jednake. Time smo
dokazali injektivnost. 0

6.15. Prosta grupa. Definirati... mozda par rije¢i o Aschbacherovoj klasifikaciji za
konacne grupe, Janku i njegovim sporadi¢nim grupama itd. Povezati s idejom da se grupe
koje nisu proste mogu proucavati kroz proucavanje normalnih podgrupa i kvocijentnih grupa...
Primjere...

7. Teoremi o izomorfizmu

7.1. Motivacija. Teoremi o izomorfizmu daju izomorfizme kvocijentnih grupa koji se
dobivaju polaze¢i od homomorfizama. Iz toga vidimo da homomorfizmi omogucéuju uspo-
redbe strukture dvaju grupa. Obicno se navode tri teorema o izomorfizmu koji se nazivaju
prvi, drugi i treéi teorem o izomorfizmu. Zapravo, drugi i tre¢i teorem slijede iz prvog.

7.2. Prvi teorem o izomorfizmu. Neka su G i H grupe te neka je f : G — H
homomorfizam grupa. Tada vrijedi

G/Kerf = Imf,

odnosno kvocijentna grupa grupe G po jezgri homomorfizma je izomorfna slici tog izomor-
fizma.

DokAz. Za dokaz trazene izomorfnosti grupa potrebno je definirati jedan izomorfizam
medu njima. Stoga definiramo funkciju

¢ : G/Kerf — Imf

na sljede¢i nac¢in. Elementi kvocijentne grupe G/Kerf su lijeve klase oblika gKerf, gdje je
g € G predstavnik te klase. Vrijednost funkcije ® na takvoj lijevoj klasi mora na neki nac¢in
ovisiti o homomorfizmu f. Stoga je prirodno pokusati s najjednostavnijom definicijom, a to
je

®(gKerf) = f(g).

Uoc¢imo odmah da je desna strana zaista element Imf. PAZI Pritom smo, u formuli na
desnoj strani definicije funkcije @, koristili predstavnika g lijeve klase gKerf.
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Kao i u dokazu teorema 5.9, postavlja se pitanje je li ta definicija dobra, odnosno ovisi
li formula na desnoj strani o odabiru predstavnika lijeve klase. Neka su g,¢" € G dva
predstavnika jedne te iste lijeve klase gKerf = ¢'Kerf € G/Kerf. Posebno to znaci da je
g € gdKerf, pa postoji x € Kerf takav da je ¢ = ¢’x. Tada,

flg) = f(d'z) = f(g)f(x) = f(g)en = f().
Iz toga vidimo da bez obzira kojeg predstavnika lijeve klase koristimo, izraz na desnoj strani
definicije funkcije ® se ne¢e promijeniti, a to pokazuje da je definicija funkcije  dobra.
Dokazimo da je & homomorfizam. Neka su g;Kerf i goKerf dvije proizvoljne lijeve klase
iz kvocijentne grupe G/Ker f. Tada, prema definiciji operacije u kvocijentnoj grupi i svojstvu
iz definicije za homomorfizam f, vrijedi

P ((giKerf)(gaKerf)) = ®(g1g2Kerf) = f(g192) = [(g1)f (g2) = ®(g1 Kerf)®(goKerf),

¢ime smo dokazali da je & homomorfizam.

Da bi dokazali injektivnost od ®, odnosno da je & monomorfizam, koristimo kriterij za
monomorfizam. Treba dokazati da je jezgra Ker® trivijalna, a to znaci da se sastoji samo
od neutralnog elementa Kerf kvocijentne grupe G/Kerf. Prema definiciji jezgre i formuli
za funkciju ® vrijedi

Ker® = {gKerf € G/Kerf : ®(gKerf) =ey}

= {9Kerf € G/Kerf : f(9) = en}
= {gKerf € G/Kerf : g € Kerf}.

Dakle, jezgra Ker® se sastoji od svih onih lijevih klasa gKerf iz kvocijentne grupe G/Ker f
¢iji predstavnik g je element jezgre Kerf. Ali ako je g € Kerf, onda je gKerf = Kerf, pa je
Kerf jedina lijeva klasa u jezgri Ker®. Stoga je

Ker® = {Kerf},

pa je ® zaista monomorfizam.

Surjektivnost od ® je ocigledna, jer je svaki element h € Imf oblika h = f(g) za neki
element g € GG, a tada je vrijednost funkcije ® na odgovarajucoj lijevoj klasi gKer f jednaka
upravo

P(gKerf) = f(g) = h.
Stoga je ® epimorfizam, a onda i izomorfizam. Time je teorem dokazan. O

7.3. Primjeri. Prviteorem o izomorfizmu daje izomorfizme kvocijentne grupe po jezgri
sa slikom homomorfizma. Stoga svaki primjer homomorfizma koji smo ranije naveli daje po
jedan takav izomorfizam. Kako smo za sve primjere homomorfizma veé¢ ranije izracunali
jezgru i sliku, sada navodimo posljedice prvog teorema o izomorfizmu samo za neke intere-
santnije situacije.

Homomorfizam aditivne grupe cijelih brojeva f : Z — 7Z definiran formulom

Fk) = mk

za sve k € 7, gdje je m > 1 prirodan broj, daje izomorfizam aditivne grupe Z i njene
podgrupe mZ. Pritom koristimo ¢injenicu da je kvocijentna grupa po trivijalnoj podgrupi
izomorfna polaznoj grupi.
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Kanonski epimorfizam f : Z — Z,,, definiran s

f(k) = [K]
za sve k € 7, daje izomorfizam kvocijentne grupe Z/mZ i aditivne grupe klasa ostataka Z,,.
Ovaj izomorfizam smo dokazali ve¢ ranije, kao primjer kvocijentne grupe, ali bez koristenja
teorema o izomorfizmu.
Homomorfizam f : R — S namatanja pravca na kruznicu, definiran formulom

fla)=e"
za sve v € R, pokazuje da je kvocijentna grupa R/27Z izomorfna s grupom S!. S druge
strane, homomorfizam f : R — GLy(R) koji realnom broju ¢ € R pridruzuje odgovarajuéu
matricu iz SO(2) pokazuje da je R/277Z izomorfna i sa grupom SO(2). 1z ta dva izomorfizma
zakljuéujemo da su grupe SO(2) i S izomorfne.
Determinanta matrica, shvac¢ena kao homomorfizam
det : GL,(F) — F*,
pokazuje da je kvocijentna grupa GL,(F)/SL,(F) izomorfna multiplikativnoj grupi F*.
I na kraju, za proizvoljnu grupu GG, homomorfizam ® : G — Aut G, definiran s
®(g) = I,
za sve g € G, gdje je I, unutarnji automorfizam, pokazuje da je kvocijentna grupa G/Z(G)
po centru izomorfna s grupom Int G unutarnjih automorfizama. Iz ovog izomorfizma vidimo

i odakle naziv unutarnji automorfizam. Naime, unutarnje automorfizme mozemo na neki
nacin opisati elementima same grupe do na centar.

7.4. Drugi teorem o izomorfizmu. Neka je G grupa, H podgrupa od G, te N nor-
malna podgrupa od G. Tada je NH podgrupa od G, presjek N N H normalna podgrupa od
H, te vrijedi

NH/N = H/(NNH).
Ovaj teorem mozemo vizualno pamtiti usporedbom s krac¢enjem razlomka, s time da krac¢enjem
N na lijevoj strani ne ostaje samo H, nego treba jos podijeliti H s dijelom koji je zajednicki
s N, a to je NN H koji se javi na desnoj strani.

Dokaz. Najprije dokazimo da je
NH ={nh : n€ N,h € H}

podgrupa od G. Koristimo kriterij za podgrupe. Neka su nihy i nohs, gdje su ny,ny € N i
hy,hs € H, dva proizvoljna elementa iz N H. Treba provjeriti da je tada i

nihi(nghy) ™t € NH.
Taj izraz mozemo zapisati u obliku
nihi(nshe)™' = nihihy'ng!
= nihihy 'ngt(hahyt) " thihy!
= ny [hihy'ny (hahy )7 - hihg
1

Oznacimo s h = hihy,' € H te s n = ny' € N. Tada je izraz u uglatoj zagradi oblika
hnh~!, gdje h € H in € N. Bududi da je N normalna podgrupa u grupi G, po definiciji
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normalne podgrupe dobivamo da je taj izraz hnh™' € N. Stoga je i produkt n; € N s
uglatom zagradom koja je iz N takoder iz N. Nadalje, hih;' € H, pa mozemo pisati

n1h1 (nghg)_l =T [h1h2—1n2—1(h1h2—1)—1] . hlhgl,
~ N —

eN cH

iz cega vidimo da je zaista nihy(nqhe)~t € NH. Time smo dokazali da je N H podgrupa od
G.

Sada primjenimo prvi teorem o izomorfizmu na sljedec¢i nacin. Uo¢imo da je N normalna
podgrupa u N H, obzirom da je normalna u jos vecoj grupi G. Dakle, moze se definirati
kvocijentna grupa NH/N. Neka je

f:H— NH/N
preslikavanje definirano formulom
f(h) = hN

za sve h € H. Desna strana te formule je lijeva klasa s predstavnikom h u kvocijentnoj grupi
NH/N.
Pokazuje se da je f homomorfizam jer vrijedi

f(hiha) = hihoN = (hiN)(haN) = f(h1) f(h2)

za sve hy, hs € H. Na taj homomorfizam primjenjujemo prvi teorem o izomorfizmu.
Homomorfizam f je surjektivan, odnosno Imf = NH/N. Naime, proizvoljna lijeva klasa
nhN iz kvocijentne grupe NH/N, gdje su n € N i h € H, moze se zapisati kao

nhN = h(h™*nh)N = hN.

Pritom smo koristili ¢injenicu da je N normalna podgrupa od G pa je izraz h~'nh € N,
odnosno h™'nhN = N. Stoga vrijedi

#(h) = hN = nhN,

sto pokazuje da je proizvoljna lijeva klasa nhN iz NH/N u slici od f.
Odredimo jezgru Kerf. Po definiciji jezgre dobivamo

Kerf = {heH : f(h)=N}
— {heH : hN =N}
= {heH:heN}

HNN.

Dakle, prema prvom teoremu o izomorfizmu dobivamo
H/HNN=NH/N,

Sto je i trebalo dobiti. ([l
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7.5. Trecéi teorem o izomorfizmu. Neka je G grupa, a H i K njene normalne pod-
grupe takve da vrijedi K < H < G. Tada je H/K normalna podgrupa u G/K i vrijedi

(G/K) [ (H/K) = G/H.

Pritom je K normalna u H jer je normalna u vec¢oj grupi G.
Ovaj teorem se moze pamtiti usporedbom s dvojnim razlomkom u kojem pokratimo
nazivnike, a to je grupa K.

DokAaz. U ovom dokazu takoder primjenjujemo prvi teorem o izomorfizmu. Neka je
f:G/K —-G/H
preslikavanje definirano formulom

f(gK) = gH,

za sve lijeve klase gK iz kvocijentne grupe G/K. Kako na desnoj strani formule koristimo
predstavnika g klase gK, treba provjeriti je li f dobro definirano. Neka su ¢g i ¢’ dva pred-
stavnika iste klase u G/ K, odnosno gK = ¢'K. To znaci da su g i ¢’ u lijevoj relaciji obzirom
na grupu K, odnosno g~ '¢’ € K. Medutim, K < H, pa je g '¢’ € H, odnosno g i ¢’ su
u lijevoj relaciji obzirom na grupu H. Dakle, gH = ¢’H. 1z toga vidimo da desna strana
formule za f ne ovisi o izboru predstavnika g.

Preslikavanje f je homomorfizam jer

f(1 K)(92K)) = f(9192K) = 9192H = (1 H)(92H) = f(1 K) [ (92 K),

za sve g1, g2 € G. Na homomorfizam f primjenjujemo prvi teorem o izomorfizmu.
Pokazimo da je f surjektivan, odnosno Imf = G/H. Neka je gH, gdje je g € G,
proizvoljna lijeva klasa iz kvocijentne grupe G/H. Tada vrijedi

f(gK) = gH,

gdje je gK lijeva klasa iz kvocijentne grupe G/K s istim predstavnikom ¢ kao i klasa gH.
Time je dokazana surjektivnost jer je proizvoljna lijeva klasa gH € G/H u slici od f.
Odredimo na kraju jezgru Kerf. Po samoj definiciji jezgre i preslikavanja f dobivamo

Kerf = {¢yKe€G/K : f(yK)=H}
= {yK €eG/K : gH =H}
— {gK €G/K : g€ H}
— H/K.

Primjenom prvog teorema o izomorfizmu dobivamo
(G/K) [ (H/K) = G/H,

Sto je i tvrdnja teorema. ([l
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8. Djelovanje grupe na skup

8.1. Definicija djelovanja. Neka je G grupa, a S skup. Djelovanje grupe G na skup
S je preslikavanje
GxS—8,

¢iju vrijednost na uredenom paru (g,z) € G x S oznacavamo sa g.z, te koje zadovoljava
uvjete

(D1) e.x = x za svaki z € S, gdje je e neutralni element grupe G,
(D2) g1 .(92-7) = (9192) . © za sve g1,92 € G isvaki z € S.

Oznaka za djelovanje je tockica dolje . (koju uvijek pisemo) i valja ju razlikovati od oznake
tockica u sredini - (koju obi¢no ne pisemo) za binarnu operaciju u grupi. Tako g.z je
djelovanje elementa g grupe G na element x skupa S, a g¢’ = g - ¢ je binarna operacija
izmedu dva elementa g i ¢’ grupe G.

Na primjer, u uvjetu (D2) na lijevoj strani imamo djelovanje elementa g € G na element
x € S. Rezultat je element skupa S na kojeg zatim djelujemo elementom g; € G. Na desnoj
strani imamo najprije operaciju izmedu elemenata g1, go € GG. Rezultat je element grupe G
kojim zatim djelujemo na element x € S.

8.2. Orbita. Orbita je podskup skupa S koji se dobije djelovanjem svih elemenata grupe
na jedan izabrani i fiksirani element skupa S. Ako je x € S taj fiksirani element, onda se
orbita koja se dobije pomoc¢u njega zove orbita elementa x i oznacava T. Ona je jednaka

T={g.2|g € G}.

Element z zovemo predstavnik orbite. Kardinalni broj orbite, odnosno broj elemenata u
orbiti ako je konacna, zove se duljina orbite.

8.3. Orbite kao klase ekvivalencije. Kao i kod lijevih klasa, svojstva orbita se naj-
lakse dokazuju ako se orbite shvate kao klase ekvivalencije za neku relaciju ekvivalencije. Za
orbite relacija ~ se definira na skupu S kao

x ~yakoy=g.rzaneki g€ G,

gdje su x,y € S. Drugim rijecima, = je u relaciji sa y ako postoji g € GG takav da djelovanje
g na x daje y.

Dokazimo da je ~ zaista relacija ekvivalencije. Refleksivnost je ocita jer, prema svojstvu
(D1) iz definicije djelovanja, za svaki = € S vrijedi x = e.x, pa je z ~ x. Za simetri¢nost,
pretpostavimo da je x ~ y za neke x,y € S. To znaci da je y = ¢g.x za neki g € G. Na obje
strane te jednakosti djelujemo elementom g~'. Koriste¢i svojstva (D2) i (D1) iz definicije
djelovanja dobiva se

g ly=9"(9.0)=(9"g).x=€c.x =1,

pa je y ~ z jer se x dobije djelovanjem ¢~! € G na y. Time je dokazana simetri¢nost. Za
tranzitivnost pretpostavimo da je x ~y iy ~ z za neke x,y,2 € S. Toznacidajey=g.x
zaneki g € G te z = ¢’ .y za neki ¢ € G. Uvrstimo li izraz za y u izraz za z, koristeci
svojstvo (D2) iz definicije djelovanja dobivamo

z=¢g . y=9¢.(9g.2) =(d9g).x,
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pa je x ~ z jer se z dobije djelovanjem elementa ¢'g € G na z. Time je dokazana i
tranzitivnost pa je ~ relacija ekvivalencije.
Klasu ekvivalencije elementa z € S za relaciju ~ oznac¢imo s [z]|. Tada vrijedi

] = {yeS:xz~y}
= {yeS :y=g.zhboxzanckig € G}
= {g.v: g€ G}
= 7.

Dakle, klase ekvivalencije za ~ su upravo orbite.

Sada je jasno zbog op¢ih svojstava klasa ekvivalencije da orbite djelovanja ¢ine particiju
skupa S, odnosno da su disjunktne i u uniji daju ¢itav S. Drugim rijecima, svaki element iz
S pripada tocno jednoj orbiti.

8.4. Stabilizator. Neka je x € S. Stabilizator elementa = se definira kao
G,={9€G:g.x=ux}

Dakle, stabilizator elementa = € S ¢ine svi oni elementi grupe G koji “stabiliziraju” =,
odnosno ne promijene ga pri djelovanju. Uocimo da je G, podskup od G koji je neprazan
za bilo koji x € S jer prema svojstvu (D1) iz definicije djelovanja e.x = x, za svaki z € S,
pajee € G, zasvaki x € S.

Zapravo, G, je podgrupa od G za svaki x € S. To dokazujemo prema kriteriju za
podgrupe. Neka su gi,go € G, proizvoljni. Treba dokazati da je onda i g1g,' € G,.
Najprije, buduéi da je go € G, vrijedi go.2 = x. Djelovanjem s g, na obje strane te
jednakosti dobije se

gz x =gy (go.x) = (g5 '02) x=e.x =1,

Sto pokazuje da je i g, ' € G,. Sada je jasno da vrijedi

(1) =g (5" . 0) =g1. 0 =1,

odnosno g1, € G, pa je G, podgrupa prema kriteriju.
Stabilizator G, elementa x € S joS se naziva i grupa izotropije od x.

8.5. Teorem. Neka grupa G djeluje na skup S. Tada je orbita T elementa z € S u
bijekciji sa skupom G /G, lijevih klasa stabilizatora G, u grupi G. Dakle, duljina orbite T
je jednaka indeksu [G : G,].

DoxkAz. Funkciju ¢ : G/G, — T definiramo formulom

0(9Gz) = g. 7,

za sve g € (G. Jasno je da je desna strana element orbite od x jer se dobije djelovanjem
elementa g na z. Bududi da se u formuli na desnoj strani koristi predstavnik g lijeve klase gG',
valja provjeriti da je definicija dobra, odnosno da formula ne ovisi o odabiru predstavnika.
Neka su g i ¢ dva predstavnika iste lijeve klase. To znaci da je ¢G, = ¢'G,. Posebno,
g € gG,., pa postoji element gy € G, takav da je ¢’ = ggo. Stoga, koristeci svojstvo (D2),
vrijedi

g - =1(99) .2 =9.(90.7)=g.x,
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sto pokazuje da desna strana formule za ¢ ne ovisi o odabiru predstavnika za lijevu klasu
9G,.

Dokazimo da je ¢ bijekcija. Najprije dokazujemo injektivnost. Pretpostavimo da je
0(9Gs) = v(¢'G,) za neke dvije lijeve klase gG, i ¢’G,. Tada, prema definiciji funkcije ¢,
vrijedi g.2 = ¢’ . 2. Djelovanjem ¢! na obje strane te jednakosti, te koristenjem definicije
djelovanja, dobiva se

Dakle, g7'¢’ € G,. Prema definiciji lijeve relacije obzirom na podgrupu G, to znaci da je
g ~ ¢, odnosno ¢gG, = ¢'G,. Time je dokazana injektivnost.

Za dokaz surjektivnosti, neka je y € T proizvoljan element orbite od z. Tada vrijedi
y=g¢g.x zaneki g € G. Za taj g vrijedi

0(9G.) =g.2 =y,

pa je y u slici od ¢. Time smo dokazali i surjektivnost.

Zadnja tvrdnja teorema odmah slijedi iz dokazane bijektivnosti jer skupovi medu kojima
postoji bijekcija imaju jednak kardinalni broj, a duljina orbite je kardinalni broj orbite, dok
je indeks [G : G,] kardinalni broj skupa lijevih klasa. O

NEVEN: pazi kad su ¢ i ¢’ dva predstavnika iste klase onda odmah slijedi da su
9.9 € gG, = ¢G,. To treba vidjeti kroz cijeli tekst da nisam previse komplicirao.

8.6. Teorem. Neka grupa G djeluje na skup S. Neka je GG, stabilizator elementa z € S.
Neka je y € S element orbite 7 elementa x. Tada je stabilizator G, elementa y jednak

Gy = gOGxgo_la
gdje je go € G takav da jey = go.x. Posebno, G, = G, odnosno stabilizatori svih elemenata
orbite su medusobno izomorfni.
DokAz. Prema definiciji stabilizatora, g € G, ako i samo vrijedi g.y = y. Uvrstimo li
Yy = go - ¢ dobivamo
9-(90-2) = go ..
Djelovanjem s gp na obje strane i koristeci svojstva iz definicije djelovanja dobivamo
(9% '990) . = .
Dakle, g € G, ako i samo ako je 95990 € G,. Mnozenjem posljednjeg uvjeta elementom gy
slijeva i elementom g, ' sdesna dobivamo da je g € G, ako i samo ako
9 € 90Gag; "

Time smo dokazali da je G, = oG9, ! Svi stabilizatori elemenata jedne orbite su stoga
medusobno konjugirani, pa onda i izomorfni, jer su konjugirane podgrupe uvijek izomorfne
kao Sto smo ve¢ ranije dokazali. ([l
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8.7. Fiksne tocke. Fiksna tocka djelovanja grupe G na skup S je element x € S za koji
vrijedi g.x = x za sve g € G. Drugim rijec¢ima, x € S je fiksna tocka ako ju stabiliziraju svi
elementi grupe GG, odnosno ako je njen stabilizator ¢itava grupa G. Skup svih fiksnih tocaka
oznacimo s Sy. Tada

So = {x €S :g.x=xzasvegeG}
{res: G, =G}

8.8. Primjer: djelovanje SLs(R) na prosireni skup kompleksnih brojeva. Neka
je za pocetak S = C skup kompleksnih brojeva. Za matricu

gz(i Z)ESLQ(R)

promatramo funkciju koja kompleksnom broju z € C pridruzuje
az+b
cz+d
Funkcija definirana ovom formulom naziva se Mobiusova transformacija. Medutim, ta funk-
cija nije definirana na ¢itavom skupu C. Naime, za sve matrice za koje je ¢ # 0 uvrstimo li
z = —d/c u gornju formulu dobivamo da je nazivnik jednak nuli.
Problem s definiranjem Mobiuseve transformacije moze se rijesiti na sljedeé¢i nacin. Skup

beskonac¢nosti. Neka je

C=CuU{}
prosireni skup kompleksnih brojeva. Sada se Mobiusovu transformaciju moze definirati kao
funkciju iz CuC. Naime, ako je

g=<‘c‘ S)GSLQ(R)

takva da je ¢ # 0, onda odgovaraju¢u Mobiusovu transformaciju

fo: C—C
definiramo kao b
az +
Js (2) = cz+d
ako je z € C te z # —d/c i z # co. Za problemati¢nu tocku z = —d/c definiramo
fo(=d/c) = o0,
dok za tocku u beskonacnosti z = oo definiramo
fo(00) =a/ec.

Ako je pak u matrici g element ¢ = 0, onda je d # 0 jer bi inace matrica imala nulredak
pa ne bi bila regularna. Tada odgovaraju¢u Mobiusovu transformaciju
fq: C—C
mozemo za sve z € C definirati formulom
az+b az+Db
Z) = = s
Jo(2) cz+d d




8. DJELOVANJE GRUPE NA SKUP 81
jer sada nema problema s nulom u nazivniku. Za tocku u besknac¢nosti z = oo definiramo
fy(00) = o0.

Time smo za svaku matricu g € SLs(R) definirali odgovarajuéu Mobiusovu transforma-
ciju f, : C — C. Sada definiramo djelovanje grupe SLs(R) na skup C formulom

g.z2= fy(2)

zasve g € SLy(R) iz € @, pri cemu je f, : C — C Mbbiusova transformacija odredena s g.
Dokazimo da je time zaista definirano djelovanje. Za svojstvo (1) podsjetimo da je
neutralni element u grupi SLs(R) jedini¢na matrica

-()

1-240
= — = 7
0-z+1

Za jedini¢nu matricu vrijedi

I.z= fi(z)

za sve z € C, te
.00 = f(o0) = o0.
Dakle,
I.z=z

za sve z € @, pa je svojstvo (1) iz definicije djelovanja ispunjeno.
Za svojstvo (2), neka su g1, g2 € SLo(R). Tada vrijedi

91-(92-2) = 91 (f0(2)) = for (f0u(2)) = (fi 0 f)(2),
te
(9192) - 2 = fou9:(2),
za sve z € C. Stoga je svojstvo (2) iz definicije djelovanja ispunjeno ako i samo ako vrijedi
Jor 0 fgr = foig:
za sve g1, g2 € SLy(R). Neka su

o aq b1 o a2 b2
g1 = ( 1 dl ) , g2 = < Cs d2 > € SL2<R)

Tada je

_( arag +bica aiby + bids
9192 = ciag +dicy ciby +didy )
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Ako je z € C takav da su svi nazivnici u sljede¢em rac¢unu razli¢iti od nule, onda vrijedi

(0574 + b2
(o 1)) = () = f (2552
o EEE b
R s e U]
a1 (a2z+b2)+b1(c2z+do)
_ coz+do
T ci(a2z+b)+di(coztd2)
coz+do

(aras + bicg)z + (arby + bids)
(cras + dicg)z + (c1by + dyds)
= fglgz (Z)
Ostaje provjeriti sto se desava u posebnim slucajevima za koje gornji racun ne vrijedi zbog
nule u nekom od nazivnika, te u tocki u beskonac¢nosti. Nazivnici koji se javljaju su

Coz + dg

te
(crag + dica)z + (c1be + didy).
Stoga problemi mogu nastati jedino u tockama

_ _do .
Z—_az; did ako je ¢ 70,

— _ cbatdidy ;
2= craz+dica’ ako Je criaz + d162 75 0.

Promatramo posebno svaki od moguéih slucajeva, ali, radi kratkoce, preska¢emo same racune
koji se ionako svode na uvrstavanje posebnih slucajeva u formule Mobiusovih transformacija.
Pretpostavimo najprije da je co = 0. Tada je
ci1a9 + d102 = C1Q9.
Uocimo da je as # 0 jer bi inac¢e matrica g imala nulstupac pa ne bi bila regularna. Stoga
je
c1ae = 0 ako 1 samo ako ¢; = 0.

Ako je i ¢; = 0, onda niti jedan nazivnik nije jednak nuli, pa jedino treba provjeriti sto je s
tockom u beskonacnosti. Buduéi da je ¢; = ¢y = 0, vrijedi

(fgl © fQQ)(OO) - fg1 (fgz(oo)) = fgl(oo) = 00,
a zbog cias + dico = 0-as 4+ dy - 0 =0 vrijedi i

f9192 (OO) = 0.
Dakle, u ovom slucaju vrijedi

for 0 f02(2) = fg100(2)

za sve z € @
Neka je i dalje co = 0, ali sada neka je ¢; # 0. To znaci da je cias + dicy # 0. Stoga je
problematicna tocka jednaka
Cle + dldQ . _Clbg + dldQ bg d1d2

Cc109 + d102 C1Q9 a9 Cc1Q9
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Racun, ¢ije detalje prepustamo ¢itaocu, daje
by  dids dy
(for © fg5) (_a_g_ 1 = Jon _a =00

b did
fg192 <__2 - £> = o0,

a2 C1Qa2

dok s druge strane,

buduéi da je nazivnik transformacije fg, 4, jednak nuli u toj tocki. Sto se tice tocke u be-

skonacnosti,
ay
(fgl © fg2>(OO) = fg1(oo) = 0_17
aiaz +bicy @
)= —"—-"""=—,
fgng( ) C]_O/Q + d]_CQ C]_
Dakle, i u ovom slucaju

for © f2(2) = fg100(2)

za sve z € @
Neka je sada ¢ # 0, ali cjas + dycy = 0. Tada je jedina problematicna tocka jednaka

Z = —dg/Cg.

Uoc¢imo da je u ovom slucaju i ¢; # 0, jer kad bi bilo ¢; = 0, onda bi iz uvjeta cias +dica =0
slijedilo da je d; = 0. To bi znacilo da matrica g; nije regularna jer ima nulredak. Stoga
vrijedi
<f91 © f92> (_d2/02) = fg1<OO) = a’l/ch
te koristec¢i uvjet cias + dicy = 0, odnosno dics = —cjag, nakon racuna koji prepustamo
¢itaocu, dobivamo
forge (—=d2/c2) = ar/ca

Za tocku u beskonacnosti vrijedi
(fgl © fg2>(00) = fgl (f92(00>) = fgl (CL?/C?) = 00,
jer je u tocki as/cy nazivnik Mobiusove transformacije f,, jednak nuli, te
fglgz (OO) =0
jer je cias + dico = 0. Dakle, i u ovom slucaju je

for © f2(2) = fg100(2)

za sve z € @
Na kraju, neka je c3 # 01 cjas + dicy # 0. Tada su obje tocke problemati¢ne. Najprije,
za tocku z = —dy /¢y, ratunamo

(fir © for) (—dafea) = o (Fyn (—dafe2)) = fyn(00) = { mlan el a

S druge strane, ako je ¢; # 0, onda rac¢un koji prepustamo citaocu daje

fog (=da/c2) = ar/cy,
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a ako je ¢; = 0, onda je nazivnik Mobiusove transformacije fg,,, u tocki z = —dy/cy jednak
nuli pa je

forg (—da/c2) = o0

—abaddids “paeup za ¢y # 0 koji prepustamo ¢itaocu daje

craz+dica

(for © fo2) = fo(=di/c1) = 0.
(herrae)

Za c; = 0, nazivnik transformacije f,, u toj tocki jednak je nuli. Stoga je i tada

(for © fa2) = fg(00) = 0.
(Herie)

S druge strane, nazivnik Mobiusove transformacije fy,4, je nula u toj tocki pa je

c1by + dyds
fop|\———F— )=

c1as + dicy

Zatim, za tocku z =

c1by + dydy

c1as + dicy

_0152 + didy
ci1a9 + d102

Preostaje provjeriti tocku u beskonac¢nosti. Za nju vrijedi

B _a1az + bicy
(for © fo2)(00) = [ (az/c2) = crag + dicy’
te b
_a1G3 + 01069
Jongn(20) = crag + dico’

Dakle, u ovom slucaju takoder vrijedi

(fgr 0 fgz)(z> = for00(2)

za sve z € C. Time smo provjerili sve mogucée posebne slucaje pa zaista vrijedi svojstvo (2)
iz definicije djelovanja.
Pokazimo sada da ovo djelovanje grupe SLs(R) na skup C ima tri orbite i to

H = {z€C:im(z)> 0},
R = RU{oo}={z€C : im(z) =0} U{oo},
H = {ze€C:im(z) <0},

gdje im oznac¢ava imaginarni dio kompleksnog broja. Obiéno se H naziva gornja, a H donja
poluravnina, dok je R prosirena realna os. U dokazu prvo fiksiramo po jednu tocku u svakom
od skupova H, R i H. Neka su te fiksirane tocke

iceH, 0eR, —icH.

Treba dokazati da su orbite odredene tim tockama redom jednake skupovima H, RiH.

Uoc¢imo najprije da za
a b

i z € C vrijedi formula

. im(z)
1m (g . Z) = m,
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gdje z # —d/c ako je ¢ = 0. Naime,

az+b cz+d
9-2=Jol2) = cz+d z+d
_ac|z|® +bd + adz + bez
B lcz + d|?
_ac|z]* +bd + adre(z) + bere(z) | (ad — be) im(z)
B lcz + d|? ! lcz + d|?
_ac|z]® + bd + adre(z) + bere(z) L im(2)
lcz + dJ? lcz + d|?’

gdje re oznacava realni dio kompleksnog broja.
Dokazimo sada da je orbita odredena elementom ¢ € H jednaka H. Svaka tocka z € H
je u relaciji ~ s tockom ¢ € H. Zaista, ako je z = x + iy € H proizvoljan, gdje je x € R i

y > 0, onda za matricu
1/2 ~1/2
) Y
( 0y 2 ) € SLy(R)

vrijedi

1/2 -1/2 1/2; —1/2
(y Y ).i:—y 'ty =r+iy ==z

0 y—1/2 y1/2

Dakle, i ~ z za svaki z € H. S druge strane, za proizvoljnu matricu

g:(‘; Z)ESLQ(R)

vidjeli smo da je

im(7) 1
e 4dr T R+ d?
pa ¢ nije u relaciji s kompleksnim brojevima koji nisu u H niti s tockom oo. Time smo
dokazali da je orbita kompleksnog broja ¢ jednaka H.

Dokaz da je orbita kompleksnog broja —i jednaka H vrlo je slican prethodnom. Naime,
za proizvoljni z = x — iy € H, gdje je x € Riy > 0, vrijedi

( g2 ay ) YD) a2

im(g.1) >0,

0 y—1/2 y,l/g =x—1y =z,
a s druge strane za proizvoljnu matricu g € SLs(R), oblika kao u prethodnom dokazu, vrijedi
o q
im (g.(—1)) = (i) = < 0.

le(—i) +d]> 2+ d?
Dakle, svi kompleksni brojevi iz H su u relaciji s —i, dok svi koji nisu iz H i tocka oo nisu
u relaciji s —¢. Time smo dokazali da je orbita od —i jednaka H.

Na kraju za 0 € R veé smo vidjeli da niti jedan element izvan R nije u relaciji s 0. S
druge strane, proizvoljni x € R dobivamo kao

1 =z 0_1-0+x_
01) 0= ==



86 I. GRUPE

pa je 0 ~ x. Tocku co dobivamo kao

0 -1
(1 0 ).O—oo

jer je nazivnik te Mobiusove transformacije u tocki 0 jednak 1-040 = 0. Time smo dokazali
da je orbita broja 0 zaista jednaka R.

Da bi odredili stabilizatore dovoljno je odrediti stabilizator po jednog elementa svake
orbite jer smo dokazali teorem koji kaze da ostale dobivamo konjugiranjem. Stabilizator
elementa i € ‘H racunamo prema definiciji. Za

g—(i Z)ESLQ(R)

vrijedi
, a b\ . ai+b —ci+d ac+bd+ilad—0bc) ac+bd . 1
g,z:(c d)‘zzci+d'—cz’+d: 2+ 2 BT R
Stoga je g .7 =i ako i samo ako je
ac + bd ) 1
cre 0l axet

Sto je ekvivalentno uvjetima
ac+bd=0 i +d° =1
Treci uvjet daje determinanta jer
detg =ad — bc = 1.

Iz ta tri uvjeta moze se odrediti a® + b*. Promatramo dva slucaja ovisno o tome je li ¢ = 0
ili ¢ # 0. Ako ¢ # 0, onda iz prvog uvjeta mozemo izraziti a = —bd/c. Uvrstimo li to u treéi
uvjet, dobivamo

—bd
—d—bc=1,
c
Sto nakon mnozenja s ¢ daje
—b(d* + ) =c,
pa zbog drugog uvjeta slijedi b = —c. Vratimo li b u izraz za a dobivamo da je a = d. Dakle,

a>+ b =d* + (—c)? = 1.
Ako je ¢ = 0, onda se tri uvjeta pojednostavljaju i postaju
bd=0, d*=1, ad=1.
Iz drugog uvjeta vidimo da je d = +1, pa preostala dva uvjeta dajub=01ia =1/d = F1.
Dakle, i u ovom slucaju je
a>+b* = 1.
Zakljucujemo da je stabilizator elementa ¢ jednak podgrupi

{g:(‘é Z) €SLy(R) : >+ =2 +d* =1, te ac+bd=0}-

S druge strane, vidjeli smo u primjerima homomorfizama da je to specijalna grupa SO(2)
ortogonalnih matrica reda 2. Dakle, stabilizator broja ¢ € H jednak je grupi SO(2), pa se
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¢itava orbita H moze poistovjetiti s lijevim razredima SLy(R)/SO(2) kao sto je opéenito
dokazano u jednom ranije dokazanom teoremu.

Za donju poluravninu, odnosno tocku —z, na potpuno jednak nacin dokazujemo da je
stabilizator SO(2). Za stabilizatore elemenata orbite R najelegantnije je odrediti stabilizator
tocke co. Naime, za nju je po samoj definiciji Mobiusevih transformacija

g,oo:(i b).oo:{a/c’ ako je ¢ # 0,

d oo, akojec=0,

za g € SLy(R). Dakle, stabilizator tocke oo je jednak

{g=<‘c” Z)GSLQ(R):c:()}:{g=<8 abl) :aERX,bER},

a to je podgrupa gornjetrokutastih matrica u SLs(R).

8.9. Primjer: djelovanje modularne grupe SL,(Z) na gornju poluravninu. Neka
grupa G djeluje na skup S. Za g € Gix € S neka g.x oznacava djelovanje elementa g grupe
na element x skupa. Neka je S’ podskup skupa S koji je jednak uniji nekih od orbita. Tada
djelovanje grupe G na skup S definira djelovanje grupe G na skup S’. Naime, za g € G i
x € S’ naprosto definiramo djelovanje s ¢g.z. Kako je S’ unija orbita, vidimo da ¢g.x € S’,
a svojstva (1) i (2) iz definicije djelovanja se nasljeduju.

Posebno, za djelovanje grupe SLy(R) na skup C iz prethodnog primjera, mozemo proma-
trati djelovanje grupe SLy(R) na gornju poluravninu H, obzirom da je H orbita. Formula
tog djelovanja ostaje ista. Za g € SLy(R) i z € ‘H djelovanje je definirano formulom

g.Z = fg(Z)a

gdje je f, Mobiusova transformacija odredena s g.

Ako grupa djeluje na skup, onda i svaka njena podgrupa djeluje na taj isti skup. Tako
djelovanje grupe SLs(R) na gornju poluravninu H mozemo restringirati na djelovanje njenih
podgrupa, kao sto su modularna grupa i kongruencije podgrupe. Na taj nac¢in dobivamo
djelovanje tih podgrupa na gornju poluravninu Mobiusovim transformacijama. Mi ¢emo
promatrati jedino djelovanje modularne grupe SLy(Z), iako je i djelovanje kongruencijskih
podgrupa iznimno vazno, posebice u teoriji brojeva. Ta djelovanja se javljaju u definiciji
modularnih formi, sto je jedan od najvaznijih objekata izucavanja u matematici uopce.

Za razliku od djelovanja veée grupe SLy(R), djelovanje modularne grupe SLo(Z) na
gornju poluravninu H Mobiusovim transformacijama ima puno orbita. Opisujemo ih tako
da odredimo po jednog predstavnika svake orbite. Neka je

Fo={zeH :|z| > 1, |re(z)] < 1/2}.

To je otvorena pruga (rub nije ukljucen) u H izmedu okomitih pravaca kroz toke 1/21 —1/2
na x osi i s donje strane omedena lukom jedini¢ne kruznice sa sredistem u ishodistu. Neka
je, nadalje,

Fi={z€eH :|z| > 1, re(z) = —1/2}
polupravac koji tvori lijevi rub skupa F°, te

Fo={z€eH :|z|=1,-1/2 <re(z) <0}
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lijeva polovica luka jedinine kruznice koji tvori donji rub skupa F°. Definiramo podskup F
gornje poluravnine H kao uniju ova tri skupa, odnosno

F=FUFRUF

Pokazuje se da su elementi skupa JF predstavnici medusobno razli¢itih orbita djelovanja
SLy(Z) na H, te da na taj nacin dobijemo sve orbite, odnosno da svaka orbita ima pred-
stavnika u skupu F.

Sto se tice stabilizatora, uo¢imo da, osim jediniéne matrice Iy, i matrica —I, € SLy(Z)
stabilizira sve z € H, jer za nju vrijedi

1240
0-2—1 :

za svaki z € H. Pokazuje se da je to citav stabilizator za sve tocke z € F, osim tocaka 7

te p=—1/2+ Z\/§/2 Dakle, stabilizator svih tocaka z € F, osim dvije navedene, je grupa

reda 2, pa stoga izomorfna grupi Z,.

Za tocku i € F, pokazuje se da je stabilizator jednak podgrupi od SLy(7Z) generiranoj

matricom
0 —1

Ta matrica je reda 4, pa je stabilizator od i ciklicka grupa reda 4. Stoga je izomorfan grupi
Zy.
Za tocku p € F, pokazuje se da je stabilizator jednak podgrupi od SLy(Z) generiranoj

matricom
g:(?'f)eshmy

To je matrica reda 6, pa je stabilizator od p ciklicka grupa reda 6. Stoga je izomorfan grupi
Zg.

Dokaz ovih ¢injenica o orbitama i stabilizatorima, iako elementaran, preskacemo zbog
njegove duljine?.

—IQ.Z:

8.10. Primjer: djelovanje grupe bijekcija skupa S na skup S. Neka je S skup i
G grupa svih bijekcija skupa S. Tada mozemo definirati djelovanje grupe G na skup S kao

fox=f(z)
za sve bijekcije f € G isve x € S. Drugim rije¢ima, bijekcija f : S — S djeluje na x € S tako
Sto izracunamo vrijednost funkcije f na elementu x. Dokazimo da je time zaista definirano
djelovanje grupe na skup. Neutralni element u grupi bijekcija je identiteta. Za identitetu ¢d
na skupu S vrijedi
id.x =id(r) =x

za sve x € S, pa vrijedi svojstvo (1) iz definicije djelovanja. Neka su sada fi, fo € G dvije
bijekcije. Tada, prema definiciji kompozicije funkcija, vrijedi

filfe-x) = f1.(fo(x)) = fi(fo(x)) = (fro fo)(@) = (fro fo) .x
za sve x € S. Kako su f; i fy bile proizvoljne, time smo dokazali i svojstvo (2) iz definicije
djelovanja.

3Serre: A course in arithmetic...
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Odredimo orbite ovog djelovanja. Neka su x1, x5 € S proizvoljni. Tada mozemo definirati
f € G, odnosno bijekciju f : S — S, formulom

T2, Za T = I7,
flz)=4¢ z1, zax=x,
z, zax €S\ {zr,x}.

Dakle, preslikavanje f zamijeni elemente x; i x5, a na svim ostalim elementima djeluje kao
identiteta. To je ocito bijekcija. Za tako definiranu f € G vrijedi

o= f(x1) = 22,

pa je 1 ~ x3. Time smo dokazali da su proizvoljna dva elementa skupa S u relaciji koja
definira orbite. Dakle, djelovanje grupe bijekcija skupa S na skup S ima samo jednu orbitu,
a to je citav S.

Neka je sada x € S. Prema definiciji, stabilizator GG, elementa x u grupi G bijekcija
skupa S jednak je

G, = {feG: f.o=u}
= {feG: fla) =z}

Drugim rijecima, stabilizator G, se sastoji od onih bijekcija f : S — S kojima je x fiksna
tocka. Posebno, takve bijekcije tvore podgrupu grupe G.

8.11. Primjer: djelovanje permutacija. Ako je u prethodnom primjeru skup S
konacan onda je grupa bijekcija zapravo simetri¢na grupa permutacija tog konac¢nog skupa.
Ako S ima n elemenata, mozemo uzeti da je jednak

X, ={1,2,...,n}.

Na njega djeluje simetricna grupa S, permutacija od n elemenata na isti na¢in kao grupa
bijekcija u prethodnom primjeru. Dakle,

o.k=o(k)

za sve 0 € S, isve k € X,,. Prema prethodnom primjeru, to djelovanje ima jednu orbitu i
to cijeli X,,, a stabilizator elementa k € X,, ¢ine sve permutacije kojima je k fiksna tocka.

U poglavlju o primjerima grupa dokazali smo da se svaka permutacija ¢ € .S, moze
zapisati kao kompozicija disjunktnih ciklusa i to na jedinstven nac¢in do na poredak tih
ciklusa. Pritom disjunktni ciklusi komutiraju. Sada kad smo definirali djelovanje grupe na
skup, taj dokaz se moze elegantnije zapisati.

Naime, u tom dokazu promatramo podgrupu H simetri¢ne grupe .S,, generiranu zadanom
permutacijom o. Ako je ng red te permutacije o, onda je

H = (o) = {id,o,0%, ...,0™ '}

Uvijek kad grupa djeluje na skup, onda istim djelovanjem djeluje i svaka njena podgrupa,
jer se svojstva (1) i (2) iz definicije djelovanja o¢ito nasljeduju. Stoga podgrupa H djeluje
na skup X,, formulom

ol k=o' (k)

zasve ol € Hisvek e X,,.
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Orbitu elementa k € X, pri tom djelovanju oznacimo s [k]. Ona je, prema definiciji,
jednaka

k] = {o".k:o ecH)
{o'(k) : o' € H}
= {k,o(k),0%(k),..., 0" ' (k)}.
Pri tome u ovom zapisu orbite [k] moze biti i ponavljanja. Stoga promotrimo stabilizator Hy,
elementa k. Bududi da je Hy podgrupa ciklicke grupe H, ona je takoder ciklicka. To znaci
da postoji prirodni broj mq koji dijeli red ny grupe H takav da je
H, = (6™) = {id, o™, ¥ . gld=Dmo}
gdje je d prirodni broj takav da je ng = dmg. Kako je 0™ (k) = k, jer je 0™ € Hy, slijedi
da su medusobno razli¢iti elementi orbite od k£ upravo
k] = {k,o(k),...,a™ Yk)}.
Sada, na isti nacin kao u ranijem dokazu, definira se ciklus
ow = (k,o(k),...,0™ (k) € Sy,
te se zatim provjerava da ta definicija ne ovisi o odabiru predstavnika orbite, te da je
g = H O'[k],
(K]
gdje produkt ide po svim orbitama i zapravo predstavlja kompoziciju.

8.12. Djelovanje lijevim translacijama. Neka je G grupa i H njena podgrupa. Neka
je najprije S = (. Tada definiramo djelovanje grupe H na skup G lijevim translacijama kao

h.x=hx

zasve h € H, z € G. Na desnoj strani ove definicije je operacija iz grupe G izmedu elemenata
h i x. Moze se re¢i da je ovo djelovanje naprosto mnozenje s lijeva. Provjerimo da je time
zaista definirano djelovanje. Svojstvo (D1) iz definicije djelovanja je ocito ispunjeno jer
e.r=er==x
za sve € G. Svojstvo (D2) se svodi na asocijativnost u grupi G jer
hl (hg . JZ) = hl (hgl’) = hl(hgx) = (hlhg)l‘ = (hlhg) . L

za sve hi,ho € H, x € (.

Neka je sada K jos jedna podgrupa od G. Neka je S = G/K skup svih lijevih klasa od G
obzirom na K. Naglasimo da ovdje K ne mora biti normalna podgrupa od G, ve¢ naprosto
promatramo skup lijevih klasa koje ne moraju ¢initi grupu. Tada se djelovanje grupe H
lijevim translacijama na S definira formulom

h.eK = haK

za sve h € H, x € G. Opet je na desnoj strani naprosto mnozenje s lijeva elementom h.
Provjerimo da je ovime zaista definirano djelovanje. Svojstvo (D1) opet ocito vrijedi jer

e. 2K =exK =K



8. DJELOVANJE GRUPE NA SKUP 91

za svaki x € G. Svojstvo (D2) takoder vrijedi jer
hl (hg . QZ’K) = hl . hg.]?K = hl(hgw)K = (hth)xK = (hlhg) K
za sve hi,hys € H, x € (.

8.13. Napomena o desnim translacijama. Neka je G grupa i H njena podgrupa.
Htjeli bismo po uzoru na lijeve definirati desne translacije. Prvi pokusaj bio bi

h.x=xh
zasve h € H, z € G. Medutim, ta definicija nije dobra jer ne vrijedi svojstvo (D2). Tocnije,
hl (hg . x) = hl (l’hg) = l’hghl,
dok je
(hlhg) X = .l’hlhg,

za sve hy,hs € H, x € (G. Stoga, osim u slucaju kad je H komutativna, ovo nije djelovanje.
Prava definicija djelovanja desnim translacijama je

h.r=xh*
zasve h € H, z € G. Svojstvo (D2) sada vrijedi jer
hi.(hy.x) = hy .(zhy') = xhy 'hi' = x(hihy) ™' = (hihy) .
za sve hy,he € H, x € G. Svojstvo (D1) je ocito.
8.14. Djelovanje konjugiranjem. Neka je G grupa i H njena podgrupa. Najprije
neka je skup S = G. Tada se djelovanje grupe H na skup S konjugiranjem definira kao
h.x = hrh™!

za sve h € H, x € GG. Podsjetimo da je izraz na desnoj strani jednak I (z), gdje je I unu-
tarnji automorfizam grupe G odreden elementom h. Pri dokazu da je time doista definirano
djelovanje koristimo svojstva unutarnjih automorfizama. Svojstvo (D1) vrijedi jer
e.x=exe ' =z
za sve © € G. Svojstvo (D2) vrijedi jer
hl (hg . ZL‘) = hl (h2$h2_1) = hl . Ih2<$) = hlth(ZL‘)hl_l = Ih1 (]hQ(ZL‘))
= ]hth(x) = (hlhz)x(hlhg)_l = (hlhg) . X

za sve hy,hys € H, x € G.
Neka je i dalje H podgrupa od GG. Neka je sada S skup svih podrupa grupe G. Tada se
djelovanje grupe H na skup S konjugiranjem definira formulom

h.K=hKh™!

za sve h € H i sve K € S podgrupe od G. Izraz na desnoj strani jednak je slici unutarnjeg
automorfizma [;, primjenjenog na podgrupu K, a to je

I(K) ={I(k) : k€ K}.
Time je zaista definirano djelovanje. Naime, (D1) vrijedi ocito jer

e. K =eKe'=K
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za sve K € S. Svojstvo (D2) dobivamo koriste¢i svojstva unutarnjih automorfizama jer

hi(ho. K) = hy(hoKhy') = hy. I, (K) = hyDy, (Kt = T, (In, (K))
= Ton(K) = (hiha) K (hihy) ™" = (hihs) . K

za sve hi,hs € H, K € S.

8.15. Klasa konjugiranosti elementa, centralizator. Djelovanje konjugiranjem je
toliko vazno da orbite i stabilizatori imaju posebno ime. U slucaju kad podgrupa H djeluje
na skup S = G konjugiranjem, orbite se nazivaju klase H-konjugiranosti elemenata. Tako se
orbita elementa x € G naziva klasa H-konjugiranosti elementa . Ako je H = G, odnosno GG
djeluje na samu sebe konjugiranjem, onda u nazivu ispustimo grupu i orbite kratko zovemo
klase konjugiranosti.

Stabilizator elementa x € G naziva se centralizator elementa x u grupi H i oznacava
Zy(x). Prema definiciji stabilizatora

Zg(z) = {heH:h.x=z}
= {heH: hah™ =21}
= {he H : hx =zh}.

Dakle, stabilizator od = u H se sastoji od svih onih elemenata iz H koji komutiraju s x.
Posebno, ako je H = G, onda je

Za(x) ={9€ G : gx = zg},

pa na neki na¢in centralizator mjeri koliko je element z blizu tome da bude u centru Z(G)
grupe G. Naime, z € Z(G) ako i samo = komutira sa svim g € G, a to je ako i samo ako

8.16. Jednadzba klasa konjugiranosti. Uoc¢imo da je, prema opcem teoremu koji
daje vezu orbite i lijevih klasa stabilizatora, kardinalni broj klase konjugiranosti elementa
x € G jednak indeksu njegovog centralizatora |G : Zg(x)]. Ako je G kona¢na grupa, to ima
za posljedicu formulu

Gl =12+ ) _[G : Zo(a)),

gdje suma ide po elementima z iz skupa koji se sastoji od po jednog predstavnika svake
netrivijalne konjugacijske klase. Pritom konjugacijsku klasu zovemo netrivijalnom ako se
sastoji od barem dva elementa. Ova formula se obi¢no naziva jednadzba klasa konjugiranosti.
Dokaz ove formule polazi od ¢injenice da je grupa G disjunktna unija klasa konjugiranosti,
obzirom da su orbite opéenito klase ekvivalencije. Stoga je red grupe G jednak sumi duljina
svojih klasa konjugiranosti. Dakle,
Gl =)=,

gdje suma ide po skupu koji se sastoji od po jednog predstavnika svake klase konjugiranosti,
a || oznacava duljinu klase konjugiranosti. Prema prethodno navedenoj tvrdnji,

|z| =[G : Zg(x)].
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Podsjetimo da je x € Z(G) ako i samo ako Zg(z) = G. Medutim, to je ako i samo ako je
|z| = [G: Zg(x)] =[G : G] =1,

odnosno ako i samo ako je klasa konjugiranosti od x trivijalna. To znac¢i da ako u gornjem
izrazu za |G| preko sume duljina klasa konjugiranosti izdvojimo trivijalne klase, njih ima
upravo koliko i elemenata u centru Z(G) i svaka je duljine jedan. Stoga je suma duljina
trivijalnih klasa jednaka redu centra Z(G). Preostale klase su netrivijalne i njihove duljine
su jednake indeksu centralizatora. Time je formula dokazana.

Kao primjer primjene jednadzbe klasa konjugiranosti dokazimo tvrdnju da svaka grupa
G ¢iji red je jednak potenciji prostog broja ima netrivijalan centar. Neka je |G| = p", gdje
je p prost i m pozitivan cijeli broj. Ako je z predstavnik netrivijalne klase konjugiranosti,
onda je indeks [G : Zg(z)] > 1. S druge strane, iz Lagrangeovog teorema znamo da indeks
|G : Zg(x)] dijeli red grupe G, pa slijedi da je [G : Zg(x)] djelitelj od p™. Svi djelitelji
od p" vedi od jedan su djeljivi s p. Stoga je [G : Zg(x)] djeljiv s p za svaki predstavnik z
netrivijalne klase konjugiranosti. Time smo pokazali da su, u slucaju |G| = p”, svi sumandi
u jednadzbi klasa konjugiranosti, osim |Z(G)|, djeljivi s p. Tada i |Z(G)| mora biti djeljiv s
p. Kako je neutralni element uvijek u centru grupe, |Z(G)| > 1. Ali kako je |Z(G)| djeljiv
s p, dobivamo da je |Z(G)| > p. Svaki prost broj je veéi od jedan, pa smo time dokazali
netrivijalnost centra. Ali zapravo smo dokazali i vise, a to je da centar u grupi reda p"™ ima
barem p elemenata.

8.17. Klasa konjugiranosti podgrupe, normalizator. U slucaju kada podgrupa H
djeluje konjugiranjem na skup S svih podgrupa grupe G, orbite se zovu klase H-konjugiranosti
podgrupa. Tako se orbita podrupe K € S zove klasa H-konjugiranosti grupe K i sastoji od
svih podgrupa oblika hKh™!, gdje je h € H. Ako je H = G, onda se grupa ispusta iz naziva
i orbite zovu klase konjugiranosti.

Stabilizator podgrupe K naziva se normalizator grupe K u grupi H i oznacava Ny (K).
Iz definicije stabilizatora slijedi da je

Ny(K) = {heH :h.K=K}
= {heH: hKh'=K}.
Uvjet hKh™! = K je upravo uvjet normalnosti podgrupe K za element h. Stoga se norma-

lizator podgrupe K u H sastoji od svih onih h € H za koje je uvjet normalnosti podgrupe
K ispunjen. Posebno, ako je H = GG, onda

Ne(K)={g9€ G : gKg~' = K}.

To znaci da normalizator na neki nacin mjeri koliko je K blizu tome da bude normalna. U
stvari, K je normalna podgrupa od G ako i samo ako je Ng(K) = G.

9. Sylowljevi teoremi

9.1. Motivacija. Lagrangeov teorem za kona¢nu grupu G kaze da je red svake njene
podgrupe djelitelj reda citave grupe. Tako nam Lagrangeov teorem olaksava odredivanje
svih podgrupa od G jer daje ogranic¢enje na njihov red. Prirodno je postaviti pitanje obrata:
ako je d pozitivni djelitelj reda grupe G, postoji li podgrupa reda d?

Cilj Sylowljevih teorema je odgovoriti na to pitanje, ali ne opéenito, nego za slucaj kada
je d potencija prostog broja. U tom specijalnom sluc¢aju oni daju afirmativan odgovor.
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9.2. Osnovna lema. Neka je p prosti broj te H kona¢na grupa reda p™ za neki pozitivan
cijeli broj n. Neka H djeluje na konacan skup S. Tada vrijedi

|S| = [So| mod p,
gdje je Sy skup fiksnih tocaka djelovanja.

DokAz. Dokaz je vrlo slican primjeni jednadzbe klasa konjugiranosti. Naime, kako su
orbite klase ekvivalencije, skup S je disjunktna unija orbita. Posebno vrijedi

[S|=2 "Iz

gdje suma ide po elementima x skupa koji se sastoji od po jednog predstavnika svake orbite.

Orbitu zovemo trivijalnom ako se sastoji od samo jednog elementa. Takvi elementi su
zapravo fiksne tocke djelovanja. Stoga, trivijalnih orbita ima |Sp| i sve su duljine jedan.
Dakle, ako izdvojimo iz gornje sume trivijalne orbite, suma njihovih duljina je |Sy|, pa

dobivamo
S| = 1So| + > _ [,

gdje sada suma ide po elementima x iz skupa koji se sastoji od po jednog predstavnika svake
netrivijalne orbite.
Na kraju, sjetimo se da opcenito vrijedi

iz =[G : G.].

Prema Lagrangeovom teoremu taj indeks [G : G,] dijeli red grupe G. Kako je |G| = p", za
netrivijalne orbite duljina |Z| je djeljiva s p. To pokazuje da se |S| i Sy razlikuju za broj
djeljiv s p, pa su kongruentni modulo p. 0

9.3. Cauchyjev teorem. Neka je p prost broj i G' grupa ¢iji red je djeljiv s p. Tada u
grupi G postoji element reda p.

Doxkaz. Dokaz ovog teorema bazira se na zgodnoj primjeni prethodne leme. Treba
pametno odabrati, kao u lemi, skup S, grupu H i definirati djelovanje grupe H na skup S,
na takav nacin da su u skupu Sy elementi reda p.

Neka je S skup uredenih p—torki elemenata iz G takvih da je produkt svih elemenata u
p—torci neutralni element. Dakle,

S={(91.92,--,0p) : 91,92, 9p € G, G192 ..y = €}.

Broj elemenata u skupu S racunamo pomocu teorema o uzastopnom prebrojavanju. Prvi
element p-torke iz S moze se izabrati na |G| nac¢ina jer to moze biti bilo koji element grupe
G. Nakon toga, drugi element p-torke takoder mozemo izabrati na |G| naé¢ina, jer i on moze
biti bilo koji element grupe G. 1 sve ostale elemente do predzadnjeg (p — 1)-ti mozemo
izabrati na |G| nacina. Na kraju, posljednji p-ti element mozemo izabrati samo na jedan
nacin jer uvjet gigs . .. g, = e pokazuje da je g, jedinstveno odreden prethodnim elementima
formulom
9o = (9192 - Gp1) .
Stoga je
1S :lG| G| |G/|-1 =GPt

p—1 faktor
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prema teoremu o uzastopnom prebrojavanju. Kako je |G| djeljiv s p, a p prost pap—1>1,
slijedi da je |G[P~! djeljiv s p. Dakle, |S| je djeljiv s p.

Neka je H = Z, grupa (klasa) ostataka modulo p obzirom na operaciju +, zbrajanja
modulo p. To je grupa reda p pa zadovoljava uvjete prethodne leme. Podsjetimo da klasu
cijelog broja k oznacavamo s [k] pri ¢emu predstavnika klase mozemo odabrati iz skupa
{0,1,...,p — 1}. Operacija zbrajanja klasa je definirana s

(K] +p [I] = [k + 1]

za sve cijele brojeve k i [.
Djelovanje grupe H na skup S definiramo formulom

k] (91,92, - -+ Gp) = (k15 Ghv2s - -+ Gps 91, G5 - - -5 G)
za sve [k] € H, pri cemu je predstavnik k& € {0,1,...,p— 1}, isve (¢1,...,9,) € S. Drugim
rije¢ima, prvih k£ elemenata p—torke prebacimo na kraj. Dokazimo da je time zaista definirano
djelovanje. Svojstvo (D1) ocito vrijedi jer
[0] (g1, 92, - -, 9p) = (91,92, - 9p)
za sve (91,92, ...,9p) € S. Za svojstvo (D2) uoc¢imo da

(K] -([1] (91, 92, - - -, 9p))

je p—torka koja se dobije prebacivanjem najprije prvih [ elemenata na kraj, a zatim u tako
dobivenoj p—torki prvih k£ elemenata na kraj. To znac¢i da smo ukupno k + [ elemenata
prebacili na kraj. Kako prebacivanje p elemenata na kraj daje ponovo polaznu p-torku,
prebacivanje k + [ elemenata je isto kao i prebacivanje k£ + [ modulo p elemenata. To je
upravo

[k +1] (91,92, - Gp)-
Dakle, vrijedi svojstvo (D2) jer
(K] (1] (91,92, -5 9p)) = [k +1] (91,92, - -+ 9p)

za sve k], [l] € H isve (g1,...,9p) € S.
Odredimo skup Sy fiksnih tocaka tog djelovanja. Uvjet da je (g1,...,9p) € So se moze
pisati u obliku

[k]'(gl792a"'7gp) = (917927"'7917)
(gk+1agk+27 - 9p, 91,92, - - - 7gk) - (917927 v Jgp)
za sve [k] € H, gdje je k € {0,1,...,p — 1}. Veé usporedivanjem prvog elementa p—torke
dobivamo da je g1 = gry1 za svaki k € {0,1,...,p — 1}, odnosno
g1 =92 = ... = Gp-
Isti uvjet se dobije usporedivanjem ostalih elemenata p—torke. Dakle, skup fiksnih tocaka
So=1{(9.9,-..,9) 1 g€ G, ¢’ =¢}
~———
p—torka

ima onoliko elemenata koliko u grupi GG ima elemenata g za koje vrijedi ¢g? = e. Uocimo da
iz uvjeta gP = e slijedi da red elementa g dijeli p. Kako je p prost, takav g je ili reda p ili
neutralni element koji je uvijek jedini element reda 1. Posebno, Sy je neprazan jer sigurno
sadrzi p—torku (e, e, ..., e).
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Sad primijenimo prethodnu lemu koja kaze da |S| i |Sy| daju isti ostatak pri dijeljenju s p.
Kako je |S| djeljivo s p, zaklju¢ujemo da je i |Sp| djeljivo s p. Vidjeli smo da je Sy neprazan,
pa mora biti [Sy| > p. Kako je p prost broj, to znac¢i da Sy sadrzi barem dva elementa.
Stoga, osim neutralnog elementa, postoji jos barem jedan g € G takav da je g? = e. Takav
g je trazeni element reda p. 0

9.4. Definicija i kriterij za p—grupe. Neka je p prosti broj. Po definiciji, p-grupa je
grupa u kojoj je red svakog elementa potencija od p. Za konacnu grupu G ova definicija se
moze pojednostaviti. Konacna grupa G je p—grupa ako i samo ako je red grupe G potencija
od p.

Da bismo to dokazali, pretpostavimo najprije da je G konacna p—grupa i da prost broj ¢
dijeli red grupe G. Tada, prema Cauchyjevom teoremu, postoji element reda ¢q. Kako je po
pretpostavci G p—grupa, slijedi da je ¢ = p. Dakle, jedini prost broj koji dijeli red grupe G
je p, pa je red grupe G potencija od p. Obrat je ocigledan, jer red elementa dijeli red grupe,

pa u grupi ¢iji red je potencija od p, red svakog elementa je potencija od p.

Neka je G grupa i H njena podgrupa. Ako je H p-grupa, onda kazemo da je H p—
podgrupa grupe G. Trivijalna podgrupa {e} je p—podgrupa za svaki p jer je red neutralnog
elementa jednak p° = 1.

9.5. Lema. Neka je G konacna grupa i H njena p—podgrupa. Tada
[G: H|=[Ng(H): H mod p,
gdje je Ng(H) normalizator od H u G.

DokAz. Promatramo djelovanje lijevim translacijama p-podgrupe H na skup S = G/H
svih lijevih klasa odredenih podgrupom H. Tada je

|S| =[G : H].
Odredimo skup fiksnih tocaka tog djelovanja. Po definiciji fiksne tocke vrijedi

So = {yHe€G/H : h.gH =gH zasve he H}
{9gH € G/H : hgH = gH za sve h € H}
= {yHe€G/H : g'hgH = H zasve h € H}
{¢gH € G/H : g'hg € H zasve h € H}
{¢gH € G/H : g 'HgC H}

{9 € G/H : g' € No(H)}

{gH € G/H : g€ No(H)}

= Ng(H)/H.

Stoga je
S0l = [Na(H) : H].

Sada primjena osnovne leme daje trazenu kongruenciju. ([l
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9.6. Prvi Sylowljev teorem. Neka je GG konac¢na grupa reda p" - m, gdje je p prost
broj, n i m pozitivni cijeli brojevi, te p ne dijeli m. Tada za svaki k € {1,...,n} postoji
podgrupa od G reda p*, a pri tome je svaka podgrupa reda p* normalna u nekoj podgrupi
reda p*tl za k€ {1,...,n — 1}.

Dokaz. Dokaz provodimo matematickom indukcijom. Baza indukcije za £k = 1 je pos-
ljedica Cauchyjevog teorema. Naime, on garantira postojanje elementa reda p u grupi G, pa
je podgrupa generirana tim elementom reda p.

Neka je k takav da 1 < k < n i pretpostavimo da postoji podgrupa Hj;_; grupe G reda
p*~1. Uocimo da je tada

|G|

. _ _ pn ©m _ . n—k+1
Gl =g =T s

pa je taj indeks djeljiv s p jer n — k + 1 > 1. Neka je Ng(Hg_1) normalizator od Hy_1 u
grupi G. Prema prethodnoj lemi

[No(Hy-1) : Hy—1] =[G : Hi—1] mod p,

Sto znaci da p dijeli i indeks [Ng(Hyg_1) : Hx_1]. Bududi da je svaka podgrupa normalna
u svom normalizatoru, moze se formirati kvocijentna grupa Ng(Hyg_1)/Hg_1. Njen red je
jednak indeksu [Ng(Hy_1) : Hi_1], pa je djeljiv s p. Stoga, prema Cauchyjevom teoremu,
postoji element reda p u toj kvocijentnoj grupi Ng(Hg_1)/Hi—1. Element reda p generira
podgrupu reda p u toj kvocijentnoj grupi. Prema opisu podgrupa kvocijentne grupe, pos-
toji jedinstvena podgrupa Hy grupe Ng(Hg_1), a time i grupe G, takva da je Hy/Hy_1 ta
podgrupa reda p. Posebno, Hj_; je normalna podgrupa u Hy. Red podgrupe Hj jednak je

|Hy| = |Hp/Hy1| - |Hyi| = p-p" " = pb

Dakle, Hj je trazena podgrupa od G reda p*. Iz koraka indukcije je vidljivo da je Hj_;
normalna u Hy,. OJ

9.7. Sylowljeva p—podgrupa. Neka je G grupa. Svaka p-podgrupa od G koja nije
sadrzana u niti jednoj drugoj p—podgrupi od G naziva se Sylowljeva p-podgrupa. U slucaju
konacne grupe G reda p" - m, gdje p ne dijeli m, svaka podgrupa reda p" je Sylowljeva
p—podgrupa. Prvi Sylowljev teorem daje obrat. Svaka Sylowljeva p—podgrupa takve grupe
G je reda p". To je jasno jer je svaka p-podgrupa reda p¥, gdje k < n, sadrzana u nekoj
p-podgrupi reda p**!, pa ne moze biti Sylowljeva.

Drugi i tre¢i Sylowljev teorem govori o Sylowljevim p—podgrupama konac¢ne grupe. Drugi
Sylowljev teorem pokazuje da su sve Sylowljeve p—podgrupe konacne grupe konjugirane, a
stoga i izomorfne. Treéi Sylowljev teorem daje informacije o broju razlicitih Sylowljevih
p-podgrupa konacne grupe (sve su izomorfne, ali ne sastoje se sve od istih elemenata).

9.8. Drugi Sylowljev teorem. Neka je G konacna grupa. Neka je H p—podgrupa od
G, a P Sylowljeva p—podgrupa od G. Tada, postoji x € G takav da vrijedi

H < zPx~t.

Posebno, svake dvije Sylowljeve p—podgrupe od G su konjugirane.
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DokAz. Promatramo djelovanje grupe H lijevim translacijama na skup S = G/ P lijevih
klasa obzirom na podgrupu P. Po definiciji |S| = [G : P], sto nije djeljivo s p jer prema
prvom Sylowljevom teoremu red od P je najveca potencija od p koja dijeli red grupe G.
Prema osnovnoj lemi slijedi da

|So| =S| =[G : P] mod p.

Vidjeli smo da p ne dijeli |S|, pa p ne dijeli ni |Sy|. Posebno |Sy| # 0, odnosno Sy je neprazan.
Neka je P € Sy. Po definiciji fiksne tocke tada vrijedi

hxP = zP zasve h € H.

Po definiciji lijevih klasa, x i ha su predstavnici iste klase ako i samo ako su u lijevoj relaciji
x ~; hx, odnosno 2 'hx € P. Stoga 2P € Sy ako i samo ako 2 'hx € P za sve h € H,
a to znadi da je 7' Hx < P. MnoZenjem elementom z s lijeva te elementom x~!' s desna
dobivamo trazenu tvrdnju H < xzPx~!. Sve Sylowljeve podgrupe su konjugirane jer sve
imaju jednak broj elemenata po prvom Sylowljevom teoremu, pa ne moze konjugat jedne
biti prava podgrupa drugoj. ([l

9.9. Treéi Sylowljev teorem. Neka je G konac¢na grupa i p prost broj. Tada je broj
razli¢itih Sylowljevih p—podgrupa od G djelitelj reda grupe G i oblika kp + 1 za neki nene-
gativan cijeli broj k.

Dokaz. Promatramo djelovanje grupe G konjugiranjem na skup S svih podgrupa od G.
Bududéi da drugi Sylowljev teorem pokazuje da su sve Sylowljeve p—podgrupe konjugirane, one
su sve u istoj orbiti tog djelovanja. S druge strane, svaka podgrupa koje je konjugirana, a time
i izomorfna, Sylowljevoj mora i sama biti Sylowljeva. Dakle, jednu orbitu djelovanja tvore
upravo Sylowljeve p—podgrupe. Kako je opéenito duljina orbite jednaka indeksu stabilizatora
u G nekog njenog elementa, zakljué¢ujemo da duljina orbite dijeli red grupe |G| jer indeks
podgrupe uvijek dijeli red grupe po Lagrangeovom teoremu. Ali duljina orbite Sylowljevih
p-podgrupa je upravo njihov broj, pa je time dokazana prva tvrdnja teorema.

Za drugu tvrdnju, neka je P jedna Sylowljeva podgrupa od G, a S skup svih Sylowljevih
podgrupa od G. Promatramo djelovanje grupe P na skup S konjugiranjem. Odredimo skup
So fiksnih tocaka tog djelovanja. Po definiciji

So = {QeS:x.Q=Qzasvex e P}
= {QeS :2Qr ' =Qzasverc P}

Uvjet 2Qz~! = Q je uvjet iz definicije normalizatora. Stoga je ispunjen za svaki x € P, ako
i samo ako je grupa P podgrupa normalizatora Ng(Q). Dakle,

So={Q €S : P<NgQ)}

S druge strane, @ je normalna podgrupa u svom normalizatoru Ng(Q). Buduéi da su P i Q
Sylowljeve p—podgrupe u G, one su takoder Sylowljeve p—podgrupe u svakoj podgrupi od G
koja ih sadrzi. To vrijedi jer je njihov red najveca potencija od p s kojom je djeljiv red grupe.
Dakle, P i @ su Sylowljeve p—podgrupe u Ng(Q). Kao takve moraju biti konjugirane unutar
Ng(Q) po drugom Sylowljevom teoremu, pa postoji z € Ng(Q) takav da je P = zQz~t. Ali
x je iz normalizatora od @) pa vrijedi zQz~! = Q. Stoga je P = ). Time smo dokazali da je

Sy = {P}.
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Sada primjenimo osnovnu lemu na ovo djelovanje. Dobivamo da je
S| = |[So] =1 mod p.

Skup S je upravo skup Sylowljevih p-podgrupa, pa smo time dokazali da je njihov broj
kongruentan 1 modulo p, a to je upravo druga tvrdnja teorema. 0



